Recenzja pracy doktorskiej mgra Krzysztofa Krawczyka
pt. Koncentracja i stabilnosé rozwigzan réwnai agregacji-
dyfuzji.

Mgr Kruysztof Krawczyk przedstawil dysertacie zatytulowana Koncentro-
¢ja i stabilnedd rozwigrant réwnant agregoacii-dyfuzfi jako rozprawe doktorska,
na Uniwersytecie Wroclawskim.

Rozprawa dotyczy réwnania

(1) u — eAu™ =V (uVK wu),

postawionego w calej przestrzeni RY, d > 1, e > 0, liexba m > 1 w wigkszodci
pracy jest réwna jeden. Jadro K jost postaci K = ]%E} ke {0,1).

Tego typu zagadnicnia (réwniez w przypadku € = 0) byly w ostatnich Ja-
tach obicktem studiéw wielu grup, poczgwszy od grupy skupione] wokdt Jo-
se Antonio Carrillo, pruez badaczy woké! Andrei Bertorzi (w szezegdlnos’sci
Thoinas Laurenta), koficzac na matematykach wroctawskich z Piotrem Bi-
lerem 1 Grzegorzem Karchem (promotorenm: rozprawy) ua czcle. Réwuania
agrogacji-dyfuzii sa zwigzane v zagadnieniami chemotlaksji z jednej strony,
a % dwuwymiarowym réwnaniem Eulera oraz Naviera-Stokege z drugiej.

Rozprawa zawicra trzy rozdzialy uzupelnione o wprowadzenie oraz Ap-
perdix opisujacy numeryke. Rozdzial drugl to wladciwe giéwna czedé pracy.
Autor konstruuje taimn rozwiazania (tak lokalne w csasie, jak 1 globalne} réw-
nania (1). Pokazane sa takze podstawowe wlasnodei rozwigzan, np. zachowa-
nie masy 1 nieujemnogé pod warunkiem nicujemnych danych poczatkowych.
Metody wzyte w colu konstrukeji rozwiazai to zasada kontrakeji Banacha w
pewnym wydaniu popularnym w szkole wroclawskiej (patrz Prop. 2.5}, wy-
karmiona ogracowaniami unanymi dla rownania pruewodunictwa, clepla { osza-
cowaniaml operatora splotowego z ksiazkl Hormandera. Warto wspomnieé,
zo przediuzanie rozwigzan oparte jest na triku z pracy DBilora, Borviczews,
Laurenco$ { Karcha. Jednak to wiagnie w konstrukeji rozwiazah znajduje sig
moment rozumowania wymagajacy dodatkowych wyjadnieni, Mianowicie, w
pictwsze] linijce (2.15) autor calkuje przey czedcl po pommnozeniu preez uP
To wymaga wyjasnienia. Trzeba sprawdzié, zZc standardowa aproksymacja
funkejami gladkimi o nogniku zwartym da sig uzasadnié, Tizeba w tym ce-
lu uzyé wlasnosci rozwiazah rownania przewodnictwa, ciepla i upewnié sie,
ze dla parametréw obshugiwanych praez Twierdzenie 2.7, aproksymacja za-
dziata. Bede cheial ustyssceé dokladne uzasadnienie w trakeie obrony mpra
Krzyaztofa Krawcsyka.

Wreszcle, podrozdzialy 2.4 1 2.5 vawierajs gléwne jakoSciowe wyniki roz-
prawy. Po pierwsze w rozdziale 2.4 opisany jest pewien rodzaj koncentracii
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rozwigzan. W Twierdzeniu 2.12, pod warunkiem koncentracji sferycznie sy-
metrycznych danych poczatkowych, pokazana jest wiasnoéé (2.26). Uwaga
2.14 méwi jak rozumied tg wiasnodé (2.26) jako pomiar koncentracji rozwig-
zania. Dow6d Twierdzenia 2.12 polega na szacowaniu ewolucji wislkosel
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wzdhz sleryesnie symetryezncgo rozwigzania (1). Mamy tu do cxynienia
z diugim technicznym rozumowaniem, wymagajacym dodatkowych oszaco-
wafi pomocniczych wielkodei (np. w Stwierdzeniu 2.17). Gidwny trik to od-
powiednia (nictrywialna, wymagajgca praygotowania w postaci chociazby
Lematdw 2.19 1 2.20) symetryzacja calek podwéjmych. Znéw, sa to techniki
popularne w szkole wroclawskiej, niemniej skuteczne i wymagajsce duzego
wysilku w konkretnych. zastosowaniach.,

W podrozdziale 2.5 antor pokasuje, 7e dla czaséw zbiegajacych do nie-
skoficzonoéci, dla sferyesnie symetrycznych u, |\u(t,-)|, nie zanikajg. W tym
celu, autor liczy ewolucje drugiego momentu rozwigzania (Lemat 2.29) 1 wia-
%e g0 % p-tg normg. W te] cxedci pracy nie rozumiom po co w Lemacie 2.30
rozpatrujetny réwniez 3 = 1. To jest przypadek b = (0 i nle pozwala na
wyclagniecic szukanych wnioskow. Wreszele, nleuzasadniona wydaje mi sie
sugestia, ze wyniki podrozdyialu 2.5 sugerujg zbieznosé rozwiazafi do standw
stacjonarnych. Jegt jeszeze mozliwosé nieograniczonego wzrostu rozwiazania.
Oszacowanie na normg L™ rozwigzania na gtronic 17 nie wyklucza wrrostu
normy L™ v czasemn.

Rozdzial trzeci pracy dotyezy specjalnych rozwiazath. Po plerwaze policzo-
ne jest skalowanie réwnania. Niestety, nie idzie za nim pokazanie istnienia
rozwigzania samopodobnego. Nastepnie, rozwazane sa rozwigrania stacjo-
narne. Wyprowadzone sy réwnania catkowe (3.7) 1 (3.9), kiére powinny byé
przey, takic rozwiazania spelnione. Nicstety, zadne z tych réwnai nie jest roz-
wigzane, W zamian, autor pokazuje w podrozdziatach 3.2.1 i 3.2.2 dlaczego
nie jest mozliwe nzyskanic rozwigzan (3.7} i (3.9) za pomoca punktu stalego
pewnego konkretnego operatora. Nasuwa sie pytanie: co z innymi operatora-
mi, jakimié modyfikacjami rozwazanego operatora? Moze mefody wariacyjne
lub inne podejécie? A mosc nie ma rovwiazah réwnaf (3.7) i (3.9)7 Rozdziat
trzeci sprawia wrazenie nicdokonczonego. Przy czym, w wymiarze jeden, na
podstawie analogii z réwnaniem Burgersa, przedstawione sa pewne wyniki
dotyczace szezegblnych jednowymiarowych standéw stacjonarnych.

Mamy jeszcze rozdzial czwarty rozprawy. Opisuje on wyniki wspdlnej
pracy kandydata z promotorem, Hiroshim Wakuim i Szymonem Cyganem.
Dotyczy on (nie-)stabilnodci stalych standw stacjonarnych pewnecgo ukladu
chemotaksji w calej przestrzeni. Gléwny wynik to stabilnodé standw sba-
cjonarnych (A, A) dla A < 1 {réwniez asymptotyczna stabilnodé) oraz nie-
stabilnosé, gdy A > 1. W zwiazku z tym, ze pracujemy z rozwiazaniami
stalymi, niewatpliwie mamy do czynienia z rozwigzaniami niecaikowalny-
mi. To bardzo utrudnia analize. Konieczne jest rozwiazywanie réwnania w



przestrzeniach funkceji Liw(.. Nastepnie konieczna jest praca z fransforma-

tami Fouriera funkeji, ktére niewatpliwie nie sa w L', a czesto po prostu
pracujemy z transformatami Fouriera miar. To bardzo ciekawa czes¢ roz-
prawy, trudno ocenié¢ udzial doktoranta, bo opisane sa wyniki uzyskane we
wspolpracy czterech autorow. Niewatpliwie jednak ta cze$¢ nasuwa pytania
na publiczng obrone pracy.

Posumowujac, rozprawa doktorska Krzysztofa Krawczyka zawiera roz-
dzial o globalnych w crasie rozwiazaniach réwnania agregacji-dyfuzji, po-
kazane sa tez pewne jakogciowe wlasnodci (niestety tylko) rozwiazan sfe-
rycznie symetrycznych, Rozprawa zawiera tez rozdzial na temat stanow sta-
cjonarnych, ten rozdzial jest wyraznie najslabszy w pracy. Sprawia wrazenie
niedokonczonego. Jest tez ostatni, ciekawy rozdzial na temat asymptotyki
niecatkowalnych standéw stacjonarnych.

Rodzial drugi pozwala stwierdzi¢, Ze autor rozwigzal konkretny problem
badawczy (podal pewne jakosciowe wlasnodci sferyeznie symetrycznych roz-
wigzan rownain agregacji-dyfuzji, ktore mozna interpretowac jako koncen-
tracje rozwiazan; policzyl Ze granica norm LP rozwiazan sferyeznie syme-
trycznych dla duzych czaséw nie jest zerowa). Mial tez udzial w interesuja-
cej pracy dotyczace] asymptotyki stalych standw stacjonarnych. Myéle, ze
przedstawiona rozprawa doktorska spelnia wymagania (tak ustawowe, jak
zwyczajowe) dopuszezenia kandydata do kolejnych krokéw w przewodzie
doktorskim i stanowi solidny fundament na drodze do przyznania Krzyssto-
fowi Krawczykowi doktoratu z matematyki.
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