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Recenzja rozprawy doktorskiej
, mgr. Krzysztofa Krawczyka
" ,Concentration and stability of solutions to aggregation-diffusion
equations”

Przedstawiona przez mgr. K. Krawczyka rozprawa doktorska ,Koncentracja
i stabilno§é¢ rozwigzan réwnan agregacji-dyfuzji” dotyczy zagadnien réwnan ré-
zniczkowych czastkowych i obejmuje analize rozwigzan nieliniowych, nielokalnych
réwnan ewolucyjnych, a w tym rozwiazan stacjonarnych takich réwnan.

Rozprawa podzielona jest na cztery rozdzialy, z ktérych pierwszy ma charakter
ekspozycyjny w zakresie prowadzonych badan oraz wynikéw ujetych w tworzacych
zasadniczg cze$¢ pracy rozdziatach drugim, trzecim i czwartym.

Rozdziat drugi dotyczy zagadnienia poczatkowego

(1) w —eAu=V - (uVWy*u), t>0, z€R?
u(0, 7) = uo(x), T € RY
gdzie £ > 0 jest wspélezynnikiem dyfuzji, a jadro splotu ma postaé
k
Wi(z) = % z €R?
z wykladnikiem
O< k<1

Przyjmujac, iz

Uy € Ll(Rd) N Lp(Rd), Zf:—{—z—g—:—i < P <0



oraz wykorzystujac formute Duhamela dla jednostkowego wspoélczynnika dyfuzji
t
ult) = eBug + / Velt=92 . (u(s) VWi * u(s)) ds,

w oparciu o zastosowang wersje twierdzenia Banacha o punkcie stalym pokazano
istnienie jednoznacznego lokalnego rozwiazania

u € C([0, T), L*(R?) N LP(RY)).

W dalszej czesci tego rozdzialu badane byty rozwigzania radialne, nieujemne. Wo-
bec uzyskanego LP(R?)-oszacowania oraz efektu zachowywania masy

/d i, 5 i = /];d uo(z) dz

przekladajacego sie na L!(R%)-oszacowanie, przyjmujac przy tym, iz p > 2, a dla
d = 1 réwniez p > ,19, pokazano globalne istnienie takich rozwigzan. Rozwaza-
jac te rozwigzania przedstawiono nastepnie zjawisko akumulacji w otoczeniu zera.
Mianowicie, gdy uo € L*(R?) N L®(R?), a ponadto

-

- |z|**ug(z) dz < 0o

(ktéry to warunek formuluje sie tez w rozprawie bardziej jeszcze subtelnie), udo-
wodniono, iz przy pewnych 7', C, v > 0 oraz wszystkich dostatecznie matych ¢ dla
rozwazanego rozwiazania zachodzi oszacowanie

T
/0 /B oot Ut dmdt>C

up € L}(RY, (1 + |z[*)dz) N L (RY),

to dla rozwazanego rozwigzania pokazano z kolei, iz

[u®)ll, 7 0 gdy t — oo,

gdzie posréd technicznych kwestii pewng uwage zwraca posta¢ wyktadnika 3 w Le-
macie 2.30, ktéra wydaje sie by¢ przedstawiona dla wymiaru d = 1, o co chciatbym
zapyta¢ podczas obrony.

Rozdzial trzeci otwierajg rozwazania dotyczace réwnania, ktére jest ogoélniejsza
wersjg wystepujacego w badanym uprzednio zagadnieniu poczatkowym (1), mia-
nowicie

(2) u —eAum =V - (uWWyxu), t>0, z€RY,

Gdy

gdzie przyjmuje sig, iz
m =1, k> 0.



Poza przedstawiong na wstepie dla (2) wlasnoscig skalowania, zasadnicze rozwaza-
nia tego rozdziatu dotycza rozwiagzan stacjonarnych, z czym w szczegélnosci wigze
sie przeprowadzona dyskusja wlasnosci operatora

Fi(p) =exp(-Wir+¢+ D), DeR.

Odrebna cze$é tego rozdziatu, w ktérej zamieszczone s tez efekty symulacji nume-
rycznych, poéwiecona jest uzyskaniu wzoréw opisujacych rozwigzania stacjonarne
w wybranych przypadkach w ktérych konkretnie obrano wartosci d, m oraz k.

W rozdziale czwartym, wychodzac od zagadnienia poczatkowego dla
paraboliczno-eliptycznego ukladu Kellera-Segela

w—Au+V-(wVy)=0, —Ayp+¢=u, t>0, z€RY
rozwaza sie zagadnienie poczatkowe postaci

w—Au+ V- (uVK *xu)=0, t>0, z € R,
'U,(O. 7:) = ’U’O(x)7 TE Rd>

3)

do ktérego przechodzi sie wyrazajac v jako
- W=

gdzie K jest jadrem operatora odwrotnego do wyznaczonego przez obecne w wy-
mienionym uktadzie réwnanie eliptyczne. Wyniki przedstawione dla zagadnienia
(3) nawigzuja do opublikowanej w 2021 roku w Journal of Evolution Equations
wspolautorskiej pracy mgr. K. Krawczyka. Ujmuja one w szczegélnosci efekty sta-
bilnoéciowe uzyskane dla statych rozwiazan stacjonarnych A € [0, 1) przy LP(R?)-
zaburzeniach, jak réwniez przeprowadzona w obecnosci takich zaburzen analize
niestabilnego przypadku A > 1, gdzie wykorzystywane sg miedzy innymi zapre-
zentowane w tym rozdziale wlasnosci pélgrupy rozwigzan zagadnienia zlinearyzo-
wanego

v(0, ) = vo(z), r € R

Warto zwrécié uwage, iz mozliwosé efektywnego rozwazania w obecnosci LP(R?)-
zaburzeri stalych rozwigzan stacjonarnych (3) zwiazana jest z wykorzystaniem
oprécz standardowych przestrzeni Lebesgue’a takze przestrzeni lokalnie jedno-
stajnych. Dla dowolnie obranego 1 < p < oo taka przestrzen okreslona jest jako
ogdt ¢ € LP (R?), dla ktérych

loc

{vt—Av+AAK*v=O, t>0, z€RY,

sup [|@|ze({je-zol<1}) < 00
xoGRd

Elementami okreélonej w ten sposob przestrzeni sa zaréwno state equilibria, jak
réwniez elementy LP(RY), a rozwazajac formule Duhamela otrzymuje si¢ dla (3)
przy zadanym w tej przestrzeni warunku poczatkowym twierdzenie o istnieniu

jedynego rozwigzania.
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Tematyka rozprawy jest w catosci interesujaca naukowo. Badane zagadnienia na-
wiazujg do uznanych modeli zjawisk wystepujacych w zastosowaniach, majacych
przy tym duzy oddZzwiek w literaturze. Obszerna lista referencji pokazuje zaréwno
glebokie zakotwiczenie tematyki w literaturze, jak i jej rozlegla znajomos¢ przez
mgr. K. Krawczyka, co w przekonujacy sposéb zaprezentowane zostato w rozpra-
wie.

Oprécz ogblnej wiedzy matematycznej na uznanie zashuguje zaawansowane przy-
gotowanie specjalistyczne mgr. K. Krawczyka w zakresie rownan rézniczkowych
czastkowych. Widoczne jest to w szeregu oszacowan, ktérych otrzymanie bylo wy-
magajgce zaréwno w bezposrednim odniesieniu do rozwiazan badanych zagadnien
nieliniowych, jak i w zakresie dotyczacym pétgrup operatoréw liniowych, ktérych
oszacowania w istotny sposéb byly wykorzystywane do uzyskania przedstawionych
w rozprawie wynikow.

Merytoryczny poziom rozprawy jest naprawde dobry. W Swietle przedstawionej
rozprawy widoczny jest w szczegblnosci talent matematyczny mgr. K. Krawczyka
do prowadzenia pracy naukowe;j.

Wartoséciowa jest ponadto podejmowana przez mgr. K. Krawczyka wspoéipraca
naukowa. Za bardzo ciekawg uwazam jego wspoétautorska publikacje Stability of
constant steady states of a chemotazis model, subtelnie wykorzystujaca wtasnosci
lokalnie jednostajnych przestrzeni funkcyjnych.

Przechodzac do konkluzji stwierdzam, iz spelnione zostaly wymogi ustawowe
i wnioskuje o dopuszczenie mgr. K. Krawczyka do dalszych etapéw przewodu do-
ktorskiego. :
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