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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Wojciecha Cygana “Asymptotyczne
wlasnosci pewnej klasy spaceréw losowych na kracie liczb catkowitych”.

Rozprawa doktorska mgr. Wojciecha Cygana, napisana pod kierunkiem
prof. dr. hab. Alexandra Bendikova ma 78 stron, w tym 6 rozdzialéw i biblio-
grafie. Rozprawa dotyczy teorii potencjatu pewnej klasy spaceréw losowych
(Y;,)n>0 na kracie Z<. Spacery te otrzymuje si¢ subordynujac klasyczny spacer
losowy (Xi)rxs0 na Z4 przez niezalezny spacer losowy (7,,)n>0 0 przyrostach
dodatnich na Z:

Y, =X, , n > 0.

Rozktad zmiennej X; jest rzecz jasna jednostajny na zbiorze 2d wektoréw
o dhugoéci 1 w Z4, a rozklad 7 zadany jest w nastepujacy sposob,

1 n —t
P(rp =n)= Tl!/(O,oo)t e ‘v(dt), n>1,
P(rn=1)=b+ te tv(dt), n=1,

(0,00)

gdzie b > 0, v jest miara catkujaca min(¢,1). Za posrednictwem wzoru
Lévy’ego-Chinczyna, rozktad Y wiaze si¢ z wyktadnikiem Laplace’a

Y(A) = b + (1 —e)u(ds), A >0,

(0,00)

i nie jest to zwiazek powierzchowny. Na poziomie rachunku funkcjonalnego
operatorow splotu z rozktadami Y; i X7 mamy

I — ¢y =9I —¢x).

Reprezentatywnym przyktadem sa ¢(\) = A2 i v(dt) = al'(l —
a/2)" 1717224t gdzie 0 < o < 2. Mianowicie wyniki rozprawy otrzymu-
je sie przy zatozeniu regularnej zmiennosci rzedu «/2 dla ¥(\) przy A = 0.



Rozdziaty 1-2 rozprawy maja charakter wstepny; opisuja zawartos$é i
wprowadzaja podstawowe pojecia.

Rozdzial 3 opisuje powyzsza dyskretna subordynacje za praca [6] cytowa-
ng w bibliografii rozprawy i podaje pomocnicze wyniki zwigzane z zaktadang
regularna zmiennoscia ¥ (Propozycja 3.4 jest nowa), oraz wyniki zwiazane
ze zbieznodcia do izotropowych rozktadéw stabilnych w R? (Lemat 3.9).

W Rozdziale 4 bada sie dla Z¢ asymptotyke funkcji Greena spaceru Y.
Zadanie sprowadza sie w zasadzie do badania funkcji Greena C(n) subordy-
natora 7: w Lemacie 4.1 mamy

C(n) < D(a/2) > Le(n),

gdzie £(X\) = A=%/2/4(1/)) jest funkcja wolno zmieniajaca sie w nieskon-
czonosci. Taka mocng wlasnosé odnowy otrzymuje sie gdy 1 < a < 2 lub
0 < a < 2 oraz 1 jest specjalnym wyktadnikiem Laplace’a. To ostatnie
zalozenie jest pewna wlasnoscia monotonicznosci (dla gestosci potencjatu
odpowiedniego subordynatora z czasem ciaglym). Autor wykorzystuje tutaj
twierdzenia tauberowskie. Ciekawe jest takze Twierdzenie 4.3 o monotonicz-
nosci i logarytmicznej wypuktosci C(n), gdzie powyzsza struktura 7 zadana
przez 1 odgrywa decydujaca role.

Nalezy dodaé, ze wyniki pracy stanowig zestawienie rezultatéw opubliko-
wanych przez Autora i Promotora w artykutach [2] i [3], uzupelnione przez
dodatkowe wyniki na temat nierownosci Nasha i Sobolewa w Rozdziale 5.
Fragment dowodu Twierdzenia 4.3 pochodzi wyjatkowo od Tomasza Grzyw-
nego.

Wracajac do szczegbdtowego omodwienia wynikow rozprawy, w Twierdze-
niu 4.5 otrzymujemy z doktadnosciag do statej multyplikatywnej asymptotyke
funkcji Greena spaceru Y. Wykorzystuje sie tutaj mocng wtasnosé odnowy
ciagu C(n) i precyzyjne oszacowania [30] dla rozktadéw jednowymiarowych
klasycznego spaceru losowego X.

W Rozdziale 5 badane sa prawdopodobienstwa pg(x) trafienia spaceru
Y startujacego z x € Z? w zbiory B C Z%. Po standardowej dyskusji, w
Twierdzeniu 5.7 podaje sie test typu Wienera dla masywnosci. (Zbiér B na-
zywamy masywnym, jezeli pp = 1.) Nastepnie podaje sie ostre poréwnanie
pojemnosci dla Y i dla tzw. subordynowanego procesu Wienera odpowiada-
jacego wyktadnikowi Laplace’a 1. (Jest to proces z ciaglym czasem i cia-
gla przestrzenia stanéw.) Nastepnie, z pomoca ubiegtorocznych wynikéw T.
Grzywnego [23] otrzymuje sie np. ostre oszacowania pojemnosci dyskretnych
kul itp.



W Rozdziale 6 podane sg kryteria masywnosci, m.in. dla cierni
T ={(2,xq): 2’ € 29 xg € Z, ||2'|| < t(xq)},

gtownie dla funkeji t speliajacych warunek lim¢(n)/n = 0, zob. Twierdzenie
6.7. W tym rozdziale ograniczamy sie tez do ¢(\) = A*/2. Rozprawe konczy
szczegdtowa dyskusja masywnoséci podzbioréw krat Z2 i Z, w szczegdlnoéci
masywnosci podzbiorow liczb pierwszych.

Tematyka rozprawy jest klasyczna. Jest zrozumiata i interesujaca dla dosé
szerokiego gremium czytelnikow. Dyskretna subordynacja jest waznym poje-
ciem, ktore zapewne bedzie jeszcze wielokrotnie badane. Autor przedstawia
satysfakcjonujacy zbior przyktadow (wolno zmieniajacych sie funkeji ¢, cier-
ni 7 itd.) ilustrujacych ogdlne wyniki. Definiowanie rozktadu zmiennej 7
za pomoca P jest intrygujace: jest w znacznym stopniu usprawiedliwione
przez elegancki dowdéd Twierdzenia 4.2, ponadto daje zwiazek z problemem
momentéw i umozliwia uzycie rachunku symbolicznego i funkcji tworzacych
momenty, ale probabilistyczny sens zwiazku pomiedzy P(m; = n) a ¥ pozosta-
je dos$¢ niejasny dla piszacego te stowa. Chciatoby sie mie¢ takze czytelniejsze
zwigzki pomiedzy spacerem Y a odpowiednim subordynowanym procesem
Wienera z Rozdziatu 6, por. f’é w Rozdziale 1. Byloby réwniez interesujace
znalez¢ zwigzki z pracami Burdzego i Kulczyckiego oraz Banuelosa i Bogdana
na temat izotropowych stabilnych proceséw Lévy’ego w cierniach, stozkach i
obszarach parabolicznych.

Rozprawa napisana jest przejrzyscie, z zamystem dydaktycznym i szeroka
prezentacja literatury. Autor korzysta z okazji, zeby wyczerpujaco przedsta-
wi¢ podstawowe pojecia i wtasnosci, na ktérych buduje swoje wyniki. Wyni-
ki rozprawy nie budzg zastrzezen. Zostaly tez w wiekszosci opublikowane w
dwoch artykutach, ktore wtasnie ukazaty sie w dobrych czasopismach.

Oto kilka drugorzednych zastrzezen i sugestii: Znalaztem usterki we wzo-
rze (2.4). Uwazam, ze (3.1) jest bardziej klarowna definicja dyskretnej sub-
ordynacji niz rachunek funkcjonalny w Rozdziale 3.2, gdzie np. nie precyzuje
sie, na jakich funkcjach dziataja rozwazane operatory. Nawiasem moéwigc,
chyba warto bytoby od razu wskazac¢ na nieujemnosé¢ wspotczynnikéw Taylo-
ra funkcji 1—1(1—x), co pozwala na bezproblemowe naktadanie rozwazanych
operatoréw na funkcje nieujemne. Ponadto argument dotyczacy wzoru (3.7)
jest wlasciwie powtarzany w (3.14). Wydaje sie, ze indukcja w Propozy-
cji 3.4 niepotrzebnie skomplikowana, i ze wystarczy indukcyjnie dowodzi¢ iz
(=1)"+p™ € Ry /90—, (01). Dowéd Twierdzenie 3.5 prosi si¢ o wspomnienie
Propozycji 3.4. W dowodzie Propozycji 3.6 nie jest wystarczajaco jasne, czy
b jest zdefiniowane. Brak jest symbolu splotu w dyskusji obszaréw przycia-
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gania na poczatku Rozdzialu 3.5. Na stronie 25 uzywane sa dwie notacje
c®)(n) = Cy(n, k). Odwotania na stronie 26 do (4.1) i (4.2) sa chyba niepo-
prawne. Wzmianka na str. 28 o wzorze Eulera na odbicie powinna pojawi¢
sie wezeéniej. Asymptotyka O((2/€)¥) na str. 29 jest chyba nieodpowiednia.
Zdanie poprzedzajace Twierdzenie 4.3 jest niejasne. Notacja (ﬁ)(k) w do-
wiedzie T'wierdzenia 4.3 jest problematyczna. Uwaga 4.4 mogtaby pojawi¢ sie¢
wczedniej. W dyskusji funkeji ekscesywnych na str. 38-39 potrzebna jest chy-
ba uwaga o punktowej skoficzonosci. Na str. 47 lepiej pisa¢ Q(b) = [0, 1]¢ +0.
Symbol N w trzeciej linii od dotu na str. 50 jest niezrozumialy.

Powyzsze uwagi nie zmniejszaja mojej bardzo pozytywnej oceny przedto-
zonej rozprawy. Niewatpliwie przedtozona rozprawa spetnia ona z ustawowe
i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z zakresu mate-

matyki. Wnosze o dopuszczenie doktoranta do dalszych etapéw przewodu

doktorskiego.
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