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1 Wprowadzenie

Wirus SARS-CoV-2 stat sie globalnym problemem od momentu, gdy ujawnit sie pod
koniec 2019 roku w Chinach. Jego szybkie rozprzestrzenianie sie postawito w stan gotowosci
wiele dziedzin nauki, nie tylko medycznych. Juz 4 marca 2020 r. wykryto pierwszy przypadek
koronawirusa w Polsce. Na ten moment w Polsce odnotowano okoto 6 milionéw przypadkow
COVID-19.

W celu zwalczenia tej sytuacji istnieje wielka potrzeba zrozumienia sposobu rozwijania sie
pandemii. Znajomo$¢ zachowania choroby pozwolitaby na ograniczenie jej rozprzestrzeniania
sie. W tym celu spoteczno$é¢ naukowa koncentruje wszystkie swoje wysitki na opracowywa-
niu nowych technik modelowania i przewidywania rozwoju COVID-19. Gléwne, mierzone w
krajach zmienne to liczba pozytywnych wynikow testu, oséb zmartych oraz wyzdrowien. Inny-
mi waznymi zmiennymi sa liczba oséb hospitalizowanych oraz osob w stanie cigzkim. Znajac
z wyprzedzeniem takie wartosci, szpitale mogltyby odpowiednio przygotowaé sie na przyjecie
chorych.

Biorac pod uwage natur¢ zmiennych, w tej pracy proponujemy uzycie metod analizy da-
nych funkcjonalnych - Functional Data Analysis (FDA) w celu dokonania predykcji liczby oséb
hospitalizowanych oraz w stanie ciezkim. FDA jest nowoczesng galezig statystyki, ktéra ma
na celu analize informacji pochodzacych z krzywych badz funkcji. Jest czesto stosowana me-
toda w réznych dziedzinach, takich jak biotechnologia, ekonomia, elektronika, a takze chemia.
Analiza Gléwnych Sktadowych Funkcjonalnych (FPCA) zostata wykorzystana miedzy innymi
w Stanach Zjednoczonych oraz w Hiszpanii w celu wyjasnienia zmiennosci COVID-19.

W tej pracy zastosujemy model funkcjonalnej regresji liniowej w celu predykcji krzywych
przedstawiajacych liczbe oséb hospitalizowanych oraz oséb w stanie ciezkim w wybranych,
polskich wojewodztwach.

1.1 Dane

Ustalenie granic poszczegdlnych fal koronawirusa w Polsce jest umowne. Pierwszy przy-
padek zakazenia stwierdzono 4 marca 2020 roku w szpitalu w Zielonej Goérze u 66-letniego
mezczyzny. Za poczatek pierwszej fali w Polsce przyjmuje sie zatem wiosne 2020 roku. Druga
fala COVID-19 w Polsce trwata pie¢ miesiecy - od wrzesnia do stycznia. Szczyt drugiej fali
przypad! na listopad z rekordowym przyrostem - 27 875 zakazen - 7 listopada 2020 r. Trzecia
fala rozpoczeta sie trzy miesigce po szczycie drugiej fali. Za poczatek trzeciej fali uznaje sie
16.02.2021 r. Jej rekord przypadl na 1 kwietnia z 35 251 nowych przypadkéw SARS-CoV-2 -
najwyzsza dobowa liczba zakazen od poczatku pandemii w Polsce. Jednakze z powodu brakow
w danych podawanych do informacji publicznej jako druga fale przyjmiemy okres pomiedzy
23.10.2020 a 15.02.2021 roku, zas jako trzeciag czas od 16.02 do 5.07.2021 roku.

Rysunek (1) przedstawia kolejno dzienne, dyskretne obserwacje liczby pozytywnych wy-
nikow testu na COVID-19, liczby zgonéw, ozdrowiencéw, osdb hospitalizowanych oraz oséb w
stanie cigzkim.
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Rysunek 1: Dzienne obserwacje liczby pozytywnych wynikow testu, oséb zmartych, wyzdro-
wien, osOb hospitalizowanych i w stanie ciezkim od 23.10.2020 do 05.07.2021 we wszystkich
wojewodztwach w Polsce.



W celu redukeji wpltywu liczby mieszkancow danego wojewddztwa na prowadzong analize
podzielono liczbe przypadkéw, liczbe oséb hospitalizowanych, ozdrowiencow, zmartych oraz
osOb w stanie ciezkim przez liczbe mieszkancéw danego wojewoddztwa. Liczbe mieszkancow
pobrano ze strony Gléwnego Urzedu Statystycznego (stan na 1 stycznia 2021). Nastepnie w celu
utatwienia analizy, przemnozono otrzymane liczby przez 100000. Na przyktad w wojewodztwie
wielkopolskim 23.10.2020 odnotowano liczbe oséb hospitalizowanych réwna 924 przypadkom.
Liczba mieszkancow w wojewoddztwie wielkopolskim 1 stycznia 2021 roku wyniosta 3496451
osob. Dzielac 924 przypadki przez 3496451, a nastepnie mnozac przez 100000, otrzymujemy
liczbe 26.4268. W ten sam sposob skalujemy dane dla pozostatych dni i wojew6dztw. Analize
w kolejnych rozdziatach przeprowadzimy zatem dla odpowiednio przeskalowanych wartosci. W
ten sposob liczba mieszkancow danego wojewddztwa przestanie mie¢ wpltyw na analize. Od
teraz liczba os6b np. w stanie ciezkim w danym wojewodztwie oznacza¢ bedzie - liczbe oséb w
stanie ciezkim na 100000 mieszkancéw tego wojewodztwa.

7 analizy odpowiednio przeskalowanych wartosci okazuje sie, ze najwiecej osob hospitalizo-
wanych oraz os6b w stanie ciezkim przypadajacych na 100000 mieszkancow w czasie 23.10.2020-
05.07.2021 odnotowano w wojewodztwie swietokrzyskim. Najwiecej pozytywnych testow oraz
zgonow przypisano wojewodztwu kujawsko-pomorskiemu. Najwieksza liczba ozdrowiencéw zo-
stala osiggnieta w wojewodztwie warminsko-mazurskim. Najmniej os6b hospitalizowanych byto
w wojewodztwie wielkopolskim, os6b w stanie ciezkim w pomorskim, zgonéw w matopolskim,
pozytywnych testéw w podkarpackim, a ozdrowiencéow w wojewoddztwie podlaskim. Na tej pod-
stawie do proby testowej modelu analizowanego w kolejnych rozdziatach wybrano wojewodztwa:
swietokrzyskie, wielkopolskie, podkarpackie oraz matopolskie.

Od tego momentu zmienno$é¢ w czasie pozytywnych wynikow testu, zgonéw, ozdrowiencow,
osob hospitalizowanych oraz oséb w stanie ciezkim bedzie rozwazana poprzez zmienne funkcjo-
nalne odpowiednio: X;(t), Xo(t), X5(t), Yi(t), Ya(t). Zmienne X beda traktowane jak predyktory,
a Y jako zmienne odpowiedzi w funkcjonalnych modelach regresji. Obserwowane dane to licz-
ba dziennych, skumulowanych wartosci tych pieciu zmiennych funkcjonalnych dla szesnastu
wojewodztw w Polsce.

Rysunek (2) przedstawia stopien rozwoju choroby w wybranych, najbardziej zréznico-
wanych wojewodztwach poprzez wykresy dyskretnych, dziennych, przeskalowanych obserwacji,
czyli zestaw krzywych {(z;;(t), yix(t)) 11 =1,...,16;j = 1,2,3; k = 1,2}.

Waznym ograniczeniem na metody FDA jest to, ze krzywe zmiennych funkcjonalnych
musza by¢ obserwowane na tej samej dziedzinie. Klasycznym rozwigzaniem takiego problemu
jest przeniesienie wszystkich krzywych na ten sam odcinek. W tej pracy bedziemy rozwazaé
krzywe na odcinku T=[0,1]. Stad od tego momentu x;; i y;; reprezentuja krzywe potozone w
dziedzinie [0,1].
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Rysunek 2: Dzienne obserwacje od 23.10.2020 do 05.07.2021 w wybranych wojewodztwach.
Liczba osob zostata podzielona przez liczbe mieszkancow danego wojewddztwa, a nastepnie
przemnozona przez 100000.



2 7 danych dyskretnych w dane funkcjonalne

Podstawowg filozofig w analizie danych funkcjonalnych jest myslenie o funkcjach z obser-
wowanych danych jako pojedynczych bytach, a nie jak o sekwencji indywidualnych obserwacji.
Termin ,funkcjonalny” odnosi sie do wewnetrznej struktury danych, rzadziej do ich wyraz-
nej formy. W praktyce dane funkcjonalne sg zazwyczaj obserwowanymi, dyskretnymi parami
(tk, yr), gdzie yx jest pewna wartoscia funkcji w czasie ¢, czesto znieksztalcona poprzez btad
pomiaru.

W jaki spos6b mozemy przeksztalci¢ obserwacje w funkcjonalng forme z?7 W praktyce
czesto nie posiadamy wartosci x dla kazdego punktu czasowego t. Pomimo tego chcieliby$my,
zeby nasza funkcja x byta gtadka, co miatoby powodowacé, ze pary kolejnych wartosci yx 1 yxi1
bytyby potaczone ze soba w pewien sposéb i nie réznity sie znaczaco od siebie.

Poprzez gtadkos¢ rozumiemy, ze funkcja z posiada jedng lub wiecej pochodnych, ktére
oznaczamy kolejno poprzez Dz i D?*x. Konsekwentnie poprzez D"z oznaczymy pochodng n-
tego stopnia, a D"x(t) bedzie wartoécia n-tej pochodnej dla argumentu ¢.

Naszym celem jest uzycie dyskretnych danych yi, £ = 1,...,m w celu oszacowania funkcji
x. Nalezy pamietac, ze czesto obserwowane dane okazuja sie nie by¢ gtadkie ze wzgledu na blad
pomiaru.

2.1 Rozszerzanie bazy

Istniejg rézne podejscia konwersji danych. W pracy zajmiemy sie klasycznym przypad-
kiem. Do przedstawionych w pierwszym rozdziale obserwacji dyskretnych dopasujemy wykresy,
ktére postuzg przyblizeniu ciagltego procesu. Gdy nastepnie zajmiemy sie analizg obiektow
funkcjonalnych, obserwacje dyskretne stang sie mniej istotne.

Glowng procedurg w statystyce, matematyce, a takze inzynierii do konwersji danych dys-
kretnych w funkcje gltadkie jest rozszerzanie bazy.

Rozwazmy wektory x;(t) : i = 1,...,n;t € T = |0, 1] oraz zalézmy, ze obserwacje y;, sa
dostepne dla kazdego wezta t;1,t:0, ..., tim, € 1. Wowczas kazda obserwacje y;; mozemy zapisac¢
nastepujaco:

Yir = Ti(tig) + €, 0 =1, . omy k=1, ...,my, (1)

gdzie szumy €, przyczyniaja sie do szorstkosci analizowanych danych. Jednym z celéw repre-
zentacji surowych danych w postaci funkcji jest odfiltrowanie szumu.

Zalézmy, ze probkowe krzywe naleza do skonczenie-wymiarowej przestrzeni generowanej
przez zestaw funkcji bazowych {¢y (%), ..., ¢,(t)}. Wtedy mozemy przedstawi¢ kazda krzywa z;
poprzez liniowa rozbudowe postaci:

Iz(t) = i&zjqu(t),l = 1, ey N (2)



Definiujemy poprzez «; wektory dtugosci p, wspétczynnikéow bazowych: oy = (a1, ..., i)’
ktére moga by¢ estymowane na rézne sposoby. W nastepnym podrozdziale (2.2) zobaczymy
najpopularniejsza metode estymacji tych wspotczynnikéw - metode najmniejszych kwadra-
tow. Okaze sie, ze estymatory «; sa postaci: &; = (P[®;) ' ®ly;, gdzie ©; = (¢j(tir))mixprJ =
,....;mk=1,....m

Zestaw funkcji bazowych jest zbiorem p znanych funkcji ¢;, ktére sa matematycznie nie-
zalezne od siebie. Mozna je przybliza¢ dowolnymi, dobrymi funkcjami poprzez wziecie wazonej
sumy lub liniowej kombinacji wystarczajaco duzej liczby p tych funkcji. W podrozdziale (2.3)
zostanie szerzej omdéwiony temat funkcji bazowych.

2.2 Metoda najmniejszych kwadratéw

W tym podrozdziale sprobujemy znalezé estymator najmniejszych kwadratow dla wekto-
row wspolczynnikéw bazowych ;. Naszym zadaniem jest minimalizacja kryterium najmniej-
szych kwadratow:

SMSSE (/o) = 3 [y — Z%qﬁ] )] (3)
k=1

W formie macierzowej mozemy przedstawic¢ je w posta(n:

SMSSE(yi|ow) = (yi — ®icvi) (yi — Picvi).
Biorac pierwsza pochodng kryterium SMSSE wzgledem wspoétczynnika «;, otrzymujemy:
OSMSSE
00@-

Stad po przyréwnaniu pochodnej do 0, estymator parametru «; jest postaci:

&; = (P)0;) ' Dy;. (4)

Zas wektor g; dopasowanych wartosci jest postaci:
i = ©it; = Oi(P[D;) ' Dy, (5)

2.3 Typ bazy

Typ bazy jest wybierany stosownie do zbioru danych, ktory jest poddawany analizie. Naj-
czesciej stosuje sie B-splines (de Boor, 2001; Shikin Plis, 1995; Unser, 1999), funkcje trygono-
metryczne, M-splines, a takze splajny naturalne. Pierwsza z metod polega na wygenerowaniu
przestrzeni sklejanych ze soba (ang. spline functions) kawatkami wielomianowych funkcji, ktére
sa nastepnie ptynnie taczone. B-splines sa to wiec zasadniczo wielomiany potaczone konca-
mi w zbiorze granic przedzialow, nazywanych weztami - knots. Taka struktura pozwala na
dostosowanie do pewnego stopnia gtadkosci funkcji do analizowanych danych. Wygladzenie
jest kontrolowane przez liczbe funkcji bazowych. Wezty sa czesto réwnomiernie rozmieszczane.



Wspotezynniki bazowe sg wybierane w taki sposob, aby skonstruowana krzywa optymalnie do-
pasowywala si¢ do danych. Powszechnym podejsciem wygtadzania B-splines jest wybor duzej
liczby weztéw w celu zmniejszenia liczby stopni swobody i zwigkszenia gtadkosci estymowane;j
funkcji.

B-splines sa charakteryzowane przez ich rzad, ktory jest zwykle o jeden wigkszy od stopnia
wielomianu, z ktorego funkcja jest skonstruowana. Na przyktad B-splines rzedu trzy sktadaja sie
z funkcji kwadratowych potaczonych w weztach, a B-splines drugiego rzedu sg konstruowane z
fragmentow linii. Funkcje B-splines sa normalizowane tak, aby dla kazdej dopasowanej wartosci
w momencie ¢, suma wszystkich funkcji bazowych w tym punkcie wynosita 1. Ta normalizacja
sprawia, ze kazdy wspotczynnik bazowy jest w przyblizeniu wartoscia dopasowanej krzywej w
miejscu, gdzie j-ta funkcja B-spline osigga maksimum.

Kazda funkcja bazowa ¢,;(t) jest funkcja sklejang, definiowana przez rzad - ,order” i se-
kwencje weztéw 7. Co ciekawe kazda liniowa kombinacja funkcji bazowych jest funkcja sklejana
np. suma lub réznica funkcji sklejanych jest takze funkcjg sklejang.

2.4 Kompromis pomiedzy wariancjg a obcigzeniem

Jak juz wspomniano gtadkos$¢ funkcji jest kontrolowana przez liczbe uzytych funkcji bazo-
wych. Im wieksza liczba funkcji bazowych p, tym zbudowana krzywa lepiej dopasowuje sie do
dyskretnych punktow.

Im mniejsza wartosé¢ p, tym krzywa jest bardziej wygtadzona. Zachodzi to jednak kosztem
zmniejszenia zdolnosci wychwycenia pewnych, ostrzejszych cech, sygnaléw w danych. Decyzja
o zwickszeniu badz zmniejszeniu liczby funkcji bazowych jest zwiazana z osiagnieciem kompro-
misu pomiedzy obciazeniem a wariancja - “bias-variance trade-off”. Im wieksza liczba funkcji
bazowych, tym mamy nizsze obcigzenie, ale mniejsze wygtadzenie i wyzszg wariancje. Z drugiej
strony uzycie matej liczby funkcji bazowych powoduje pojawienie sie mniejszej wariancji, ale
kosztem wzrostu obcigzenia.

Przedstawimy jedno z najczesciej stosowanych rozwigzan powyzszego problemu.

Obciazenie estymatora mozemy zapisa¢ nastepujaco:

Bias|2(t)] = z(t) — E[2(t)].

Dla duzego p obciazenie jest mate. W sytuacji, gdy liczba funkeji bazowych jest réwna liczbie
obserwacji obciazenie bedzie réwne 0.

Jednakze powodem, dla ktérego nie powinno sie ustala¢ liczby funkcji bazowych réwnej
liczbie obserwacji, jest wariancja. Konsekwentnie jesteSmy takze zainteresowani wariancja es-
tymatora:

Varli(t)] = E[(2(t) — E[2(£)])*].

Jesli ustalimy, ze liczba funkcji bazowych jest rowna liczbie obserwacji, wariancja bedzie duza.
Redukcja wariancji sktania nas do wyboru matych wartosci parametru p.



Jednym ze sposobow uzyskania ,kompromisu” pomiedzy wariancja a obcigzeniem jest
minimalizacja bledu sredniokwadratowego - mean-squared error (MSE):

MSE[2(t)] = E[(2(t) — z(1))?].

Blad sredniokwadratowy jest rownowazny sumie wariancji i kwadratu obcigzenia:

MSE[#(t)] = Bias?[#(t)] + Var[2(t)].

7 powyzszego wzoru mozna uzyska¢ pewng intuicje odnosnie opisywanego ,kompromisu”.
Naszym celem jest otrzymanie odpowiedniej wartosci obcigzenia oraz wariancji, co mozemy
osiggnac, kontrolujac warto$é btedu sredniokwadratowego.

2.5 Przyklad

Na rysunku (3) przedstawiono dopasowane krzywe w zaleznosci od liczby funkcji bazo-
wych (10, 20 lub 30) dla wojewddztwa wielkopolskiego. Widzimy, ze krzywe z liczba funkcji
bazowych réwna 10 sa najbardziej wygtadzone. Jednak otrzymane tutaj obciazenie estymatora
jest najwieksze. Krzywe z liczba funkcji bazowych rowng 30, pozwalaja wychwyci¢ ostrzejsze
sygnaty, ktérych nie dostrzegamy na wykresach krzywych z 10 funkcjami bazowymi. Minusem
zbyt duzej liczby funkcji bazowych jest jednak wzrost wariancji.

Mozemy zauwazy¢, ze dla niektérych zmiennych funkcjonalnych zwiekszenie liczby funkcji
bazowych ma wigkszy wptyw na wyglad wykresu niz dla innych. Na przyktad mozemy dostrzec,
ze dla liczby os6éb zmartych wykres dla dziesieciu funkcji bazowych jest znacznie bardziej wy-
gtadzony od wykresu skonstruowanego przy uzyciu trzydziestu funkcji bazowych. Tymczasem
wykresy dla liczby oséb hospitalizowanych nie réznig sie znaczaco od siebie. Aby osiggnaé
,kompromis” pomiedzy wariancjg a obciazeniem wybrano 20 funkcji bazowych.

Rysunek (4) przedstawia dopasowanie 20 funkcji bazowych z réwno rozmieszczonymi we-
ztami w celu przyblizenia siedmiu krzywych przedstawiajacych liczbe zachorowan, zgonow,
wyzdrowien, os6b hospitalizowanych oraz os6b w stanie ciezkim z powodu COVID-19. Wspét-
czynniki dla kazdej formy funkcjonalnej zostaty dopasowane metodg najmniejszych kwadratow.
Liczba funkcji bazowych zostata wybrana tak, aby wartosé¢ btedu sredniokwadratowego byta jak
najmniejsza, ale takze, aby nie doszto do przeuczenia modelu.
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Rysunek 3: Dopasowane krzywe do dziennych obserwacji liczby pozytywnych wynikow testu,
liczby zgonéw, wyzdrowien, osob hospitalizowanych oraz w stanie ciezkim w wojewddztwie
wielkopolskim wraz z liczba funkcji bazowych.
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Rysunek 4: Dopasowane krzywe do dziennych obserwacji liczby pozytywnych wynikow testu,
liczby zgonéw, wyzdrowien, os6b hospitalizowanych oraz w stanie cigzkim w wybranych woje-
wodztwach. Zastosowano 20 funkcji bazowych.
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3 Multiple Function-on-Function Linear Model

W tym rozdziale zostanie przedstawiony multiple function-on-function linear regression
model - MFFLR, a takze jego estymacja w terminach regresji gtéwnych sktadowych funkcjo-
nalnych.

Model MFFLR pozwala na oszacowanie funkcjonalnej zmiennej odpowiedzi Y na podsta-
wie wektora J funkcjonalnych zmiennych objasniajacych oznaczanych przez X = (X, ..., X;)".
Rozwazmy losowa probe z (X,Y) oznaczana przez (z;,y;) : i = 1,....,n z x; = (T, Tz, .o, Tig)'
i zatdézmy, ze wszystkie zmienne funkcjonalne przyjmuja wartosci w osrodkowej przestrzeni
Hilberta L?([0, 1]). Jest to podstawowa przestrzeni, w ktorej rozwaza si¢ dane funkcjonalne.

Wtedy funkcjonalny liniowy model definiujemy nastepujaco:

J
yﬁ%:Mﬂ+Z;A@ﬂﬂ@@ﬂ%+Q@J:1Wﬂu (6)

gdzie a(t) to funkcja incerceptu, 3;(s,t), to funkcje wspoétezynnikéw, a €;(t) sa niezaleznymi
btedami funkcjonalnymi. Ponizej przedstawiono model (6) w postaci macierzowej:

Blt) = alt) + [ s Bls,t)ds + ei(t),i =1, m,
gdzie z;(s) = (i (s), zia(s), ..., xiy(8)) 1 B(s,t) = (B1(s,t), Ba(s,t), ..., Bs(s,t)).

Analizujac réwnanie (6), mozemy zaobserwowaé, ze wszystkie zmienne funkcjonalne sa
zdefiniowane na tym samym przedziale T. Nie jest to jednak wymog i model moze by¢ uogol-
niany na rozne, inne dziedziny zmiennych funkcjonalnych. Model przedstawiony za pomoca
réwnania (6) jest zwykle estymowany poprzez metode najmniejszych kwadratéw z pewna kara
oraz poOzniejsze rozszerzanie bazy parametrow funkcjonalnych. Niektore z metod rozszerzania
bazy pozwalaja na zredukowanie modelu do wielowymiarowego modelu liniowego dla macie-
rzy bazowych wspoétczynnikéw odpowiedzi w terminach macierzy wspotczynnikéw bazowych
zmiennych objasniajacych. Glownym pojawiajacym si¢ problemem jest duza wspotliniowosé
modelu wielowymiarowego, ktéra powoduje niedoktadne oszacowywanie parametréw. Pomimo
dobrej zdolnosci predykcyjnej modelu, fakt ten sprawia, ze jego interpretacja jest utrudnio-
na. W najczesciej pojawiajacych sie rozwiazaniach unika sie wykonywania kroswalidacji w celu
estymacji parametru kary. Stosuje si¢ podejscia oparte na analizie gtéwnych sktadowych funk-

cjonalnych - PCA i funkcjonalnej metodzie czeSciowych najmniejszych kwadratéw (ang. Partial
Least Squares - PLS).

W tej pracy zastosujemy regresje gtéwnych sktadowych. Rozszerzymy predykcyjne modele
gtéwnych sktadowych w celu oszacowania funkcjonalnych zmiennych odpowiedzi.
3.1 Regresja gléwnych skltadowych funkcjonalnych

Analiza gtéwnych sktadowych danych funkcjonalnych jest wazng metoda, ktoéra pozwala

na poznanie cech charakteryzujacych typowe funkcje. Niektore z nich nie sa zaskoczeniem np.
sinusoidalna natura krzywych temperatur, ale inne aspekty moga by¢ interesujace dla analityka.
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W klasycznym przypadku wielowymiarowym funkcje wariancji-kowariancji oraz korela-
¢ji moga by¢ trudne do zinterpretowania. Analiza gtéwnych sktadowych pozwala spojrze¢ na
strukture kowariancji w szerszy sposob i przynies¢ wiecej istotnych informacji na temat anali-
zowanych danych.

Omawiana metoda jest rowniez kluczowym narzedziem redukcji wymiaru wielowymiaro-
wych danych, ktore zostato rozszerzone do danych funkcjonalnych i okreslone terminem analizy
gtownych sktadowych funkcjonalnych - FPCA. Dzieje sie tak poniewaz FPCA utatwia konwer-
sje nieskonczenie wymiarowych danych funkcjonalnych do skonczenie wymiarowego wektora
wynikéw. Proces stochastyczny moze by¢ wyrazony jako przeliczalny ciag nieskorelowanych
zmiennych losowych, gtéwnych sktadowych funkcjonalnych badZ wynikéw, ktore w wielu prak-
tycznych zastosowaniach sg obcinane do skonczonego wektora. Nastepnie mozna w prosty spo-
sob zastosowa¢ narzedzia wielowymiarowej analizy danych do wektora wynikéw, redukujac w
ten spos6b wymiar.

Rozwazmy zatem dekompozycje gtéwnych sktadowych zaréwno funkcjonalnej zmiennej
odpowiedzi, jak i funkcjonalnych zmiennych objasniajacych, danych przez

ni®) =7,(0) + X €2 170, )

u(t) =50+ 3 €L, ®)

gdzie
€ =<y~ T 7 >= [ () 7 0) 7 (1)t )

G=<u—T >= [ W) —g0) et (10)

sg gléwnymi funkcjonalnymi sktadowymi, czesto nazywanymi scores. Funkcje wag, bedace funk-
cjami whasnymi - eigenfunctions probkowej kowariancji z;(t) i y;(t), oznaczamy przez f,” i f!.
Scores gtownych sktadowych sg wysrodkowanymi, nieskorelowanymi zmiennymi skalarnymi z
maksymalng wariancjg dang przez wartosci wlasne i ich funkcje wagowe:

Var(&') = N7,
Var(&}) = N/

oraz wartoscig oczekiwang rownag 0.

Dekompozycja gtéwnych sktadowych dana przez wzér (7) pozwala na przeksztatcenie mo-
delu MFFLR, opisanego wzorem (6) w liniowy model regresji dla kazdego sktadnika gléwnego
zmiennej odpowiedzi Y ze sktadnikéw gtéwnych funkcjonalnych predyktoréw, dany przez wzor
(11).

J n—1
v =N N e fen,i=1 ., mk=1,..,n— 1. (11)

j=11=1
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Funkcjonalne wspotezynniki dane sa tutaj przez B;(s,t) = S021 S0 bl £ (s) £ (¢).

Obcinajac kazdy gtéwny sktadnik dekompozycji, otrzymujemy nastepujacy model PC-
MFFLR dla odpowiedzi funkcjonalnej:

yi(s) =y(s Z zkfk =7(s) +}; Z Z (12)

gdzie K oznacza liczbe wybranych do modelu gtownych sktadowych, zas bif sg liniowymi esty-
matorami najmniejszych kwadratow wspotczynnikéw regresji by,.

W celu oszacowania gtéwnych sktadowych dla zmiennej odpowiedzi, opracowano rozne
podejscia wyboru modelu i selekcji optymalnych gtéwnych sktadowych dla kazdej zmiennej
objasniajacej (podzbiory Ly;). Glowne sktadowe sa uporzadkowywane zgodnie z wyjasniang
przez nie zmiennoscig. Co zaskakujace, sktadowe, ktore najwiecej objasniaja czasami nie sg
najbardziej skorelowane ze zmienna odpowiedzi. Wersja FPCA, ktora estymuje gltowne skta-
dowe, biorgc pod uwage korelacje funkcjonalnego predyktora i zmiennej odpowiedzi zostala
opracowana w modelu regresji scalar-on-function. Najpopularniejsza procedura wyboru mo-
delu oparta na metodzie krokowej - stepwise i wyborze najlepszego podzbioru - best subset
regression, potaczona z kroswalidacja jest czesto stosowana w kontekscie funkcjonalnej regres;ji.

3.2 Imputacja brakujgcych krzywych odpowiedzi

Rozwazmy sytuacje, w ktorej wszystkie zmienne objasniajace X; sa zaobserwowane, a
tylko zmienna odpowiedzi Y ma brakujgce wartosci. Zatdézmy, ze w probie, posiadamy pierwsze
n wartodci zmiennej odpowiedzi, a ostatnie m wartodci sg brakujace. Ogdélniej oznacza to, ze
mamy n kompletnie zaobserwowanych krzywych dla wszystkich zmiennych i m brakujacych
krzywych dla zmiennej odpowiedzi.

Estymujac brakujace krzywe odpowiedzi, parametry by w modelu (11) sa szacowane za
pomoca kompletnych n probkowych krzywych odpowiedzi i predyktorow. Wtedy brakujace
krzywe odpowiedzi 4™**(s) : i = n + 1,....,n + m sa estymowane poprzez obliczenie scores
gléwnych sktadowych predyktoréw: & i =n+1,...,n+m,l = 1,...n — 1 danych przez wzor
(9) i wstawienie ich w réwnanie (12). Wtedy wyestymowany PC-MFFLR model moze by¢ uzyty
do predykcji warto$ci nowej zmiennej odpowiedzi Y na prébie testowej.

Model regresji, przedstawiony za pomoca réwnania (12) moze by¢ réwniez stosowany w celu
predykcji zmiennej odpowiedzi Y (s) w przysztym przedziale czasowym dtugosci u, oznaczanym
przez [T, T+u|. W przypadku danych o COVID-19 parametr u moze by¢ wybrany poprzez
wzigcie Sredniej liczby dni potrzebnych, aby u osoby rozwingty si¢ cigzkie objawy i pojawita si¢
koniecznosé przyjecia do szpitala.

Problem imputacji mozemy rozwigzaé¢ poprzez uzycie modelu function-on-function wielo-
krotnej regresji liniowej dla kazdej zmiennej odpowiedzi Y;(t) (oznaczajacej osoby hospitalizo-
wane) oraz Ys(t) (oznaczajacej osoby w ciezkim stanie). Oba funkcjonalne modele regresji sa
estymowane z petnych danych 12 wojewodztw, ktore wyznaczajg probe treningows. Nastepnie
predykcje sa dokonywane dla czterech pozostatych wojewodztw z brakujacymi wartosciami. W
tym celu wybrano wojewodztwa: malopolskie, wielkopolskie, $wietokrzyskie oraz podkarpackie.
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4 Analiza danych dotyczacych COVID-19

W tym rozdziale zastosujemy analize gtownych sktadowych funkcjonalnych oraz model
MFFLR w celu przeprowadzenia analizy danych funkcjonalnych dotyczacych COVID-19 oraz
imputacji brakujacych krzywych odpowiedzi.

4.1 Analiza Gléwnych Skladowych Funkcjonalnych

Pierwszym krokiem jest estymacja gtownych sktadowych funkcjonalnych dla kazdego z pie-
ciu funkcjonalnych predyktorow. Okazuje sie, ze pierwsze gléwne sktadowe wyjasniaja kolejno
46.93%, 42.27%, 38.78%, 41.17%, 44.30% zmiennosci X, Xo, X3, Y7, Y5 z proby treningowej.
Drugie gtéwne sktadowe wyjas$niajg kolejno: 26.59%, 19.30%, 26.79%, 29.41%, 31.70% warian-
cji. Trzecie gtéwne sktadowe objasniajg znacznie mniej, odpowiednio: 13.96%, 14.97%, 18.91%,
15.45%, 12.711%.

Ponizej przedstawiono funkcje wagowe, harmoniczne zwiazane z 3 pierwszymi, gtéwnymi
sktadowymi. Przedstawione funkcje wagowe sa dodatkowo wspétezynnikami, umozliwiajacymi
obliczanie wektoréw wtlasnych.

Gtéwne skiadowe dla liczby przypadkéw Giéwne skiadowe dla liczby zmartych
-
P
P
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Gidéwne sktadowe dla liczby oséb w ciezkim stanie
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Rysunek 5: Funkcje wagowe f,7;j = 1,2,3 oraz f*;k = 1,2, 1 = 1,2,3 dla trzech pierwszych
gtownych sktadowych.

Dla liczby os6b hospitalizowanych pierwsza, druga i trzecia gtéwna sktadowa wyjasniaja
razem okoto 86.03, a dla liczby os6b w cigzkim stanie 88.71 procent wariancji. Pozostate gtowne
sktadowe wyjasniaja niewielki procent informacji.

Wykresy funkcji wagowych sa trudne do bezposredniej interpretacji. W dalszej czesci roz-
dzialu zostang przedstawione rysunki, ktére pomoga przeprowadzi¢ analize gtéwnych sktado-
wych funkcjonalnych. Jednakze, patrzac na powyzsze wykresy, mozemy zyska¢ pewng intuicje
na ich temat.

Pierwsza gtoéwna sktadowa pokazuje ogdlny wskaznik zmiennosci liczby oséb hospitalizowa-
nych w zaleznosci od fali pandemii. Mozemy zauwazy¢, ze najwieksza réznica pomiedzy druga
i trzecig fala w liczbie 0s6b hospitalizowanych przypada na druga potowe analizowanego czasu,
czyli na trzecia fale pandemii COVID-19. Najmniejsze réznice pomiedzy wojewodztwami sg
podczas drugiej fali pandemii. Moze to sugerowaé, ze dokonanie predykcji liczby oséb hospitali-
zowanych podczas trzeciej fali COVID-19 moze by¢ najtrudniejsze. W przejéciu pomiedzy druga
a trzecia falg dostrzegamy negatywne wartosci wspotczynnikéw, ktére mowia nam o spadku w
liczbie oséb hospitalizowanych. Wojewddztwa dla ktérych wartosé &Y' jest wysoka bedg mialy
duze réznice pomiedzy liczba oséb hospitalizowanych w drugiej i trzeciej fali. Podczas trzeciej
fali liczba o0s6b hospitalizowanych znacznie przekroczy liczbe opisywanych osoéb podczas dru-
giej fali pandemii. Okazuje sie, ze najwyzsza wartos¢ tego wspotczynnika zostaje osiagnieta dla
wojewodztwa todzkiego.

Poniewaz funkcja wagowa f¥*:k = 1,2 musi by¢ ortogonalna do f¥*, nie mozemy ocze-
kiwac, ze pierwsza gtowna sktadowa bedzie wyjasniata wiekszy procent wariancji od drugiej
gtownej sktadowej. W przypadku liczby osob hospitalizowanych druga gtéwna sktadowa ttuma-
czy okoto 29.41 procent zmiennosci wariancji. Widzimy, ze osiaga pozytywne wartosci przez caty
okres trwania drugiej i trzeciej fali pandemii. Druga gtéwna sktadowa moze by¢ interpretowana
jako wskaznik liczby o0s6b hospitalizowanych podczas catego analizowanego czasu.

7 kolei pierwsza gltowna sktadowa dla liczby osoéb w ciezkim stanie sugeruje, ze zmien-
nos¢ w liczbie 0osob w stanie ciezkim pomiedzy wojewodztwami byta na podobnym poziomie
przez prawie caly czas trwania drugiej i trzeciej fali COVID-19. W tym czasie wartos$ci wspot-
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czynnikow byty pozytywne. Najmniejsze roznice dostrzegamy na koncu trzeciej fali pandemii.
Najwyzsza wartos¢ £ otrzymujemy dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego.

Trzecia oraz dalsze gléwne sktadowe wyjasniaja znacznie mniejsza proporcje wariancji od
pierwszych dwoch sktadowych. Ma na to wptyw fakt, ze musza by¢ one ortogonalne do pierw-

szych dwoch sktadowych gléwnych, a takze ortogonalne wzgledem siebie. Sa one trudniejsze do
zinterpretowania.

Interpretacja wspotczynnikow wagowych, harmonicznych nie zawsze jest prosta w kontek-
scie funkcjonalnego PCA. Czesto stosuje sie nastepujaca forme prezentacji wynikéw.

Metodg, ktoéra jest pomocna podczas analizy funkcjonalnych gtéwnych sktadowych jest
przedstawienie funkcji sredniej wraz z funkcjami powstalymi poprzez dodanie i odjecie odpo-
wiednio zwielokrotnionych funkcji harmonicznych sktadowych gtéwnych od $redniej. Podczas
konstrukcji takiego wykresu, wazne jest, aby odpowiednio dopasowa¢ wielkosé¢ zwielokrotnie-

nia funkcji. Taki wykres jest sensowny, poniewaz gtéwne sktadowe reprezentuja wariacje wokot
sredniej.

PCA function 1 (Percentage of variability 41.2) PCA function 2 (Percentage of variability 29.4 )
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Rysunek 6: Srednia liczba oséb hospitalizowanych wraz z krzywymi bedgcymi wynikiem doda-

wania (+) i odejmowania (-) odpowiednio przeskalowanych wspotczynnikéw harmonicznych od
sredniej.
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PCA function 1 (Percentage of variability 44.3 ) PCA function 2 (Percentage of variability 31.7 )
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Rysunek 7: Srednia liczba os6b w stanie ciezkim wraz z krzywymi bedgcymi wynikiem doda-

wania (+) 1 odejmowania (-) odpowiednio przeskalowanych wspétczynnikéw harmonicznych od
sredniej.

Analizujac rysunek (6), mozemy zauwazy¢, ze w kontekscie liczby oséb hospitalizowanych,
pierwsza gtéwna sktadowa wskazuje na réznice pomiedzy druga a trzecia falg pandemii, zas
druga gtéwna sktadowa pokazuje ogdlny zarys pandemii. Z kolei rysunek (7) sugeruje, ze dla
liczby os6b w stanie ciezkim sytuacja byta odwrotna. Pierwsza glowna sktadowa skupia sie
na ogdélnym zarysie pandemii, zas druga gtéwna sktadowa pokazuje réznice pomiedzy falami.
Kolejne gtéwne sktadowe tlumacza juz mmniejszy procent wariancji. Mozna to wywnioskowac,
analizujac wykresy czwartej funkcji harmonicznej, gdzie wykresy (4) i (-) czesto pokrywaja sie
z wykresem $redniej. Im mniejszy procent wariancji jest wyjasniany przez gtowng sktadowa,
tym bardziej wykresy (+) i (-) pokrywaja sie z funkcja $redniej.

Rysunki (8) i (9) pokazuja kolejne wykresy interesujace z punktu widzenia analizy FPCA.
Prezentuja one wartosci zmiennych osigganych na pierwszym i drugim score.
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Rysunek 8: Wartosci pierwszego i drugiego score dla liczby oséb hospitalizowanych (wojew6dz-
twa z proby treningowej).

Sugerujac sie wnioskami pochodzacymi z analizy rysunku (6), z prawej strony powyzsze-
go wykresu znajdujg sie wojewddztwa, w ktorych jest najwieksza roznica pomiedzy drugg, a
trzecig falg pandemii. Z lewej strony wykresu takie, dla ktérych réznica w liczbie oséb hospita-
lizowanych nie jest az tak duza w obu falach.

U gory wykresu beda zatem wojewodztwa, w ktorych liczba osob hospitalizowanych byta
najwyzsza podczas trwania drugiej i trzeciej fali pandemii. Konsekwentnie na dole wykresu
obserwujemy wojewodztwa z matg liczba oséb hospitalizowanych na 100000 mieszkancéw. Su-
gerujac sie rysunkiem (8), najwieksza liczba oséb hospitalizowanych zostala osiagnieta przez
wojewodztwa lubuskie, podlaskie, lubelskie oraz todzkie. Poréwnujac z odpowiednio przeskalo-
wanymi, obserwacjami dyskretnymi podawanymi przez Ministerstwo Zdrowia, najwieksza licz-
ba 0s6b hospitalizowanych na 100000 mieszkancow, osiggnieta byta kolejno w wojewddztwach:
t6dzkim, lubuskim oraz lubelskim. Wojewddztwa z najmniejsza liczbg osob hospitalizowanych,
czyli §laskie, pomorskie i opolskie réwniez pokrywaja si¢ z prawdziwymi danymi.

Stad mozemy potwierdzi¢ wniosek, pojawiajacy sie podczas analizy rysunku (5), ze pierw-
sza gtowna sktadowa odpowiada za réznice pomiedzy druga, a trzecig falg, zas druga gtéwna
sktadowa jest zwigzana z liczba os6b hospitalizowanych.

W prawym, géornym rogu mamy zatem wojewodztwa o duzej liczbie przypadkéw osob
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hospitalizowanych i z duzymi réznicami w przebiegu drugiej i trzeciej fali. W wojewddztwach
lubuskim i 16dzkim byto zatem najwigcej oséb hospitalizowanych na 100000 mieszkancéw oraz
dodatkowo obie fale réznity sie znaczaco od siebie.

Przeprowadzimy teraz analogiczna analize dla rysunku (9), przedstawiajacego wartosci
pierwszego i drugiego score dla liczby oséb w stanie ciezkim.

podlaskie
bete warminskamazurskie
ubefskie
i pomaerskie
zachodniopomaorskie .
P kujawsko-pomorskie
o
(=]
2 <2
— (o]
S
5 potskie
. mazovwieckie
todzkie
[Ty}
(:I]. —
buskie
dolnogiaskie
slagkie
T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5

pIerwszy score

Rysunek 9: Wartosci pierwszego i drugiego score dla liczby 0s6b w stanie ciezkim (wojewddztwa
z proby treningowej).

W tym przypadku u géry wykresu mozemy zobaczy¢ wojewoddztwa, dla ktorych réznica
pomiedzy druga a trzecig fala pandemii jest wysoka, a na dole niska. Z lewej strony mamy
wojewodztwa, dla ktorych liczba oséb w stanie ciezkim byta niska, a z prawej wysoka. Tutaj
sytuacja jest odwrotna w poréwnaniu z analiza przeprowadzona dla scores dla liczby oséb
hospitalizowanych.

Wedtug danych Ministerstwa Zdrowia najwieksza liczba osob w stanie cigzkim na 100000
mieszkancow danego wojewddztwa zostata osiggnieta w wojewddztwach kujawsko-pomorskim,
lubuskim oraz mazowieckim, a najmniejsza w: opolskim, pomorskim i slaskim. Zatem widzimy,
ze analiza rysunkow (8) i (9) zdaje si¢ by¢ prawidtowo przeprowadzona.

Stad w wojewodztwie kujawsko-pomorskim oraz lubuskim bylto najwiecej osob w stanie
ciezkim, za$ wojewodztwa podlaskie i warminsko-mazurskie miaty najwieksze réznice pomiedzy
druga i trzecig falg pandemii w liczbie 0os6b w stanie ciezkim.
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Podobne analizy mozna przeprowadzi¢ dla liczby pozytywnych wynikéw testu, wyzdrowien
oraz osOb zmarlych, analizujac rysunek (10) i odpowiednie wykresy scores.
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Rysunek 10: Wykresy srednich wraz z krzywymi bedacymi wynikiem dodawania (+) i odejmo-
wania (-) odpowiednio zwielokrotnionych, wspélezynnikéw harmonicznych, pierwszych gtow-

nych sktadowych od srednich.
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4.2 Model Function-on-Function

Rozwazmy probe treningowa ztozona ze wszystkich wojewddztw z wyjatkiem $wietokrzy-
skiego, matopolskiego, wielkopolskiego oraz podkarpackiego. Wymienione wojewodztwa postuza
jako proba testowa i na nich dokonamy predykcji.

Roéwnanie (13) przedstawia redukcje liniowego modelu function-on-function, przedstawio-
nego za pomoca réownania (11), do modelu liniowego dla pierwszych gltéwnych sktadowych
odpowiedzi w terminach pierwszych gtéwnych sktadowych kazdego z predyktoréw:

=0+ G G R e, k=120 = 1,16, (13)

gdzie vo, 77, v3F, ¥4+ oznaczaja odpowiednie wspolezynniki uzyskane poprzez dopasowanie do

danych modelu liniowego. Na podstawie takich modeli dokonamy estymacji pierwszych sktado-
wych Yi(t) 1 Ya(t) z pierwszych sktadowych X(t), Xa(t) 1 X3(¢t).

Predykcje Yi(t) i Y5(t) dokonamy za pomoca nastepujacego réwnania:

Jie(t) = T (8) + EX (1), k=1,2,i=1,...,16. (14)

W celu przetestowania modeli na probie treningowej postuzymy si¢ btedem $redniokwa-
dratowym, wyrazonym réwnaniem:

1
MSE(y31) = /0 (yar(t) — G (0)2dt, k=1,2,i =1, ..12. (15)

Rysunek (11) przedstawia wykresy obserwowanych krzywych, dopasowanych w podroz-
dziale 2.5 wraz z przewidywanymi krzywymi otrzymanymi poprzez zastosowanie wzoru (14) dla
kilku wojewddztw wylosowanych z proby treningowej. W tabeli (1) mozna zobaczy¢ wartosci
btedu $redniokwadratowego obliczonego za pomoca rownania (15) dla wszystkich wojewodztw
z proby treningowe;.
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Predykcje vs obserwacje w woj. opolskim
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Rysunek 11: Obserwowane i przewidywane krzywe dla wybranych wojewodztw z proby trenin-

gowej.
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Tabela 1: Wartosci btedu sredniokwadratowego dla y;; (liczby osob hospitalizowanych) i y;o

(liczby 0s6b w stanie ciezkim) dla wojewddztw z préby treningowe;j.

wojewodztwo MSE(y;1) MSE(y;2)
dolnoglaskie 4.087584 0.8424024
kujawsko-pomorskie 5.801758 0.5078765
todzkie 8.146502 0.7999353
lubelskie 8.434905 1.1796471
lubuskie 10.79992 0.9807714
mazowieckie 4.569325 0.6134904
opolskie 9.170555 0.7959462
podlaskie 9.612532 1.0092404
pomorskie 7.526031 0.9541513
slaskie 7.451072 1.1456427
warminsko-mazurskie 3.906237 1.0330436
zachodnio-pomorskie 6.692964 0.9105502

Czcionka wythiszczona zaznaczono odpowiednio najnizsze i najwyzsze wartosci MSE. Wi-
dzimy, ze wartosci btedu sredniokwadratowego dla liczby oséb w stanie ciezkim sg znacznie
nizsze od wartosci btedu sredniokwadratowego dla liczby osob hospitalizowanych. Najnizsza
wartos¢ MSE(y;2) otrzymano dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego, a najwyzsza dla wo-
jewodztwa lubelskiego. Z kolei wartos¢ btedu $redniokwadratowego dla y;; jest najnizsza dla
wojewodztwa dolnoslaskiego, a najwyzsza dla lubuskiego.

Rysunek (12) przedstawia predykcje dla wojewodztw z proby testowej, a tabela (2) wartosci
przewidywane wraz z obserwowanymi, podawanymi przez Ministerstwo Zdrowia w trakcie kilku
pierwszych i ostatnich dni analizowanego czasu pandemii. W celu poréwnania dokonanych prze-
widywan z obserwowanymi danymi, predykcje umieszczone w tabeli (2) zostaly odpowiednio
przeskalowane i prezentuja liczbe oséb hospitalizowanych oraz w stanie cigzkim przypadajaca
na dane wojewodztwo danego dnia, a nie liczbe oséb przypadajaca na 100000 mieszkancow.

Analizujac rysunek (12) oraz tabele (2) mozemy zauwazyé, ze predykcje dla wojewddz-
twa wielkopolskiego okazaty sie bardzo bliskie prawdziwym wartosciom. Najgorzej model po-
radzit sobie z wojewddztwem maltopolskim. Przyktadowo pierwszego listopada odnotowano w
wojewoOdztwie wielkopolskim 102 osoby w stanie cigzkim, a model przewidziat 107 os6b; 217
obserwowano w wojewodztwie matopolskim, za$ model przewidziat 126. Tego samego dnia w
wojewodztwie podkarpackim stwierdzono 95 osoéb w stanie ciezkim przeciwko 76 przewidywa-
nym, a w wojewodztwie Swietokrzyskim 55 przeciwko 41. Z kolei liczba 0s6b hospitalizowanych
pierwszego listopada w wojewodztwie matopolskim wyniosta 2366 osob, zas model przewidziat
1591 przypadkéw; w wojewoddztwie podkarpackim 976 przeciwko 977 przewidywanym; w woje-
wodztwie Swietokrzyskim 829 obserwowano na 589 przewidywanych, a w wojewddztwie wielko-
polskim 1292 przeciwko 1700.

Analizujac rysunek (12) oraz tabele (2) mozemy zauwazy¢, ze najblizsze obserwowanym
warto$ciom wyniki przewidziano na poczatku oraz na koncu analizowanego czasu. Najwiek-
sza roznica pomiedzy warto$ciami obserwowanymi a przewidywanymi jest dla wojewodztwa
matopolskiego. Tutaj model przewiduje czasem niemal o okoto 2 razy nizsze wartosci niz zaob-
serwowano.
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Rysunek 12: Obserwowane i przewidywane krzywe dla proby testowej.
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Tabela 2: Przewidywane wartosci liczby os6b hospitalizowanych oraz w stanie ciezkim w po-
roOwnaniu z obserwowanymi warto$ciami podawanymi przez Ministerstwo Zdrowia. Obserwacje

2 : 2
oznaczono przez ,,obs”, a predykcje - ,pred”.

Osoby hospitalizowane

matopolskie podkarpackie Swietokrzyskie wielkopolskie
czas obs/pred obs/pred obs/pred obs/pred
23.10 1671/1023 681/629 559/377 924/1088
24.10 1667/1086 750/668 581/401 929/1158
25.10 1763/1151 757/707 589/426 961/1229
26.10 1907/1216 796 /747 704 /450 1039/1300
27.10 1972/1281 819/786 742/474 1090/1370
28.10 2003/1345 813/826 750/498 1137/1439
29.10 2072/1408 848 /865 792/522 1182/1507
30.10 2250/1471 883/903 789/545 1241/1574
31.10 2289/1532 917/941 779/567 1252/1638
1.11 2366,/1591 976/977 829/589 1292/1700
26.06 72/106 31/66 69/39 81/111
27.06 72/100 26/62 61/37 79/105
28.06 66/95 25/58 57/34 82/99
29.06 63/89 20/55 54/32 82/93
30.06 57/82 15/51 51/30 63/86
1.07 53/76 13/47 47/27 42/79
2.07 51/69 13/43 39/25 44/71
3.07 53/62 13/39 36/22 44/62
4.07 48 /54 15/34 32/19 44/53
5.07 41/46 14/29 33/15 39/43

Osoby w stanie ciezkim

23.10 163/74 50/46 46/26 59/74
24.10 160/80 54/49 46 /27 56/75
25.10 172/85 56/52 46/29 7577
26.10 188/91 68/55 51/30 74/80
27.10 207/97 67/58 52/32 77/83
28.10 215/103 72/62 50/34 68/87
29.10 209/109 70/65 50/35 80/92
30.10 208/115 81/69 53/37 94/97
31.10 212/121 90/72 55/39 94/102
1.11 217/126 95/76 55/41 102/107
26.06 11/21 5/13 4/7 11/18
27.06 11/20 4/12 3/7 10/17
28.06 14/19 3/11 2/6 9/16
29.06 12/18 2/11 2/6 9/14
30.06 11/17 2/10 2/5 9/13
1.07 11/16 0/9 1/5 7/11
2.07 11/14 0/8 0/4 7/9
3.07 11/13 0/7 0/4 7/8
4.07 11/11 1/6 0/3 7/6
5.07 10/9 0/5 0/2 5/4




5 Poréwnanie fal pandemii w Polsce

Przeprowadzajac analize w rozdziale 4, mozna dostrzec istotne réznice pomiedzy druga,
a trzecia falg pandemii. Rozdzielenie i analiza dwoch fal osobno, moglaby przynies¢ ciekawe
wnioski dotyczace wojewddztw w ktorych rozwijata sie choroba. W tym rozdziale zostanie
przeprowadzona analiza gtéwnych sktadowych funkcjonalnych oraz zostanie dopasowany model
MFFLR do dwoéch fal pandemii osobno.

5.1 Druga fala pandemii

Analizujac wartosci btedu $redniokwadratowego w zaleznosci od liczby funkcji bazowych
dla drugiej fali pandemii wybrano 15 funkcji bazowych. Jest to nizsza warto$¢ niz w przypadku,
gdy analizowalismy obie fale razem, ale wciaz dos¢ wysoka, aby nie utracic¢ istotnych informacji.

5.1.1 Analiza Gléwnych Sktadowych Funkcjonalnych

Przeprowadzono estymacje funkcjonalnych gtownych sktadowych. Okazato sie, ze pierwsze
gtowne sktadowe wyjasniaja kolejno 68%, 54%, 57%, 58%, 76% zmiennosci X, Xo, X3, Y1, Ys.

Ponizej przedstawiono wykresy funkeji harmonicznych pierwszych 3 gtéwnych sktadowych
X17 XQ) XS) }/lv }/2
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Gtéwne skiadowe dla liczby osob w cigzkim stanie

I

o PCA 1 (76.06%)
— PCAZ(16.37%)
PCA 3 (0.03%)

Gléwne skiadowe

Wapdtczynniki

0.00 025 050 0.75 1.00

Rysunek 13: Funkcje wagowe dla 3 pierwszych gtownych sktadowych dla drugiej fali pandemii.

Pierwsza i druga gtéwna sktadowa dla liczby oséb hospitalizowanych ttumacza razem 89.77
procent wariancji. Z kolei dla liczby os6b w cigzkim stanie juz pojedyncza pierwsza sktadowa
ttumaczy az 76.05%, a razem z drugg wyjasniaja 92.43%. Sa to znacznie wyzsze wartos$ci niz w

przypadku przeprowadzanej wcze$niej, wspolnej analizy dla drugiej i trzeciej fali, przedstawionej
na rysunku (5).

Ponownie, aby lepiej zrozumieé¢ powyzsze wykresy, sprobujemy przeanalizowaé wartosci
pierwszego i drugiego score oraz wykresy funkcji éredniej wraz z odpowiednimi wariacjami
funkcji sktadowych gtéwnych.

Analizujac rysunek (14) mozemy zauwazy¢, ze pierwsze glowne sktadowe thumacza ogdlna
tendencje liczby os6b hospitalizowanych oraz oséb w stanie cigzkim. Z kolei drugie gtéwne
sktadowe pokazujg réznice pomiedzy poczatkiem a koncem drugiej fali pandemii.

Mozemy zatem wyciagnaé¢ wniosek do rysunku (15), ze wojewddztwa umieszczone z prawej
strony rysunkéw, powinny osiagnac¢ w sumie najwieksza liczbe os6b hospitalizowanych i w stanie
ciezkim, a te znajdujace si¢ po lewej stronie wykreséw najnizsza w trakcie trwania drugiej fali
pandemii. Co ciekawe wojewddztwo lubelskie miato zaréwno najwiecej os6b hospitalizowanych
jak i w stanie ciezkim w trakcie trwania drugiej fali pandemii. Najmniej os6b hospitalizowanych
byto w wojewddztwie §laskim, a oséb w stanie ciezkim w opolskim.

PCA function 1 (Percentage of variability 58.2 ) PCA function 2 (Percentage of variability 31.6 )
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PCA function 1 (Percentage of variability 76.1 ) PCA function 2 (Percentage of variability 16.4 )

-

i o e

e 2 2

c = —

ok B

m m o —

a o — I

o o

T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Rysunek 14: Wykresy srednich wraz z krzywymi bedacymi wynikiem dodawania (+) i odejmo-
wania (-) odpowiednio przeskalowanych, wspétczynnikéw harmonicznych pierwszych gltéwnych

sktadowych od $rednich. Goérne rysunki dotycza liczby oséb hospitalizowanych, zas dolne oséb
w stanie ciezkim.
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Rysunek 15: Wartosci pierwszego i drugiego score dla liczby os6b hospitalizowanych (goérny
wykres) i liczby os6b w stanie ciezkim (dolny wykres) dla drugiej fali pandemii.

5.1.2 Model Function-on-Function

Poshuzymy sie ta samg metoda predykcji liczby oséb hospitalizowanych i liczby osob w
stanie ciezkim jak w podrozdziale 4.2. W tabeli (3) widzimy wartosci MSE, obliczone za po-
moca wzoru (15), zas rysunek (16) przedstawia obserwowane i przewidywane krzywe dla kilku
wojew6dztw z proby treningowej. Rysunek (17) oraz tabela (4) ilustruja predykcje dokonane
na prébie testowej.

W tabeli (3) czcionka wyttuszczona zaznaczono odpowiednio najnizsze i najwyzsze war-
tosci MSE(y;1) oraz MSE(y;2).
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Tabela 3: Wartosci btedu sredniokwadratowego dla y;; (liczby osob hospitalizowanych) i y;o
(liczby 0s6b w stanie ciezkim) dla wojewddztw z préby treningowej dla drugiej fali.

wojewddztwo MSE(y;1) MSE(y:2)
dolnoslaskie 5.998808 0.4161685
kujawsko-pomorskie 7.488025 0.3637523
todzkie 3.205443 0.4343277
lubelskie 6.017699 0.8045232
lubuskie 5.393380 0.6992032
mazowieckie 5.169655 0.3131046
opolskie 11.636583 0.3634391
podlaskie 10.526804 1.3927908
pomorskie 7.175780 0.7657089
slaskie 9.430756 0.5278728
warminsko-mazurskie 9.430756 0.7103345
zachodnio-pomorskie 6.872950 0.4965603

Dla niemal wszystkich wojew6dztw MSE(y;2), w poréwnaniu z modelem dla obu fal razem
przedstawionym za pomoca tabeli (1), spadlo. Wyjatkiem jest wojewddztwo podlaskie, gdzie
wezesniej] MSE(y;2) wyniosto 1.0092404, za$ teraz dla modelu pojedynczej fali 1.3927908. Z
kolei MSE(y;1) poprawito sie tylko dla wojewddztw: t6dzkiego (wezedniej 8.146502), lubelskiego
(8.434905), lubuskiego (10.79992) oraz pomorskiego (7.526031). Pozostate wojewddztwa mia-
ty nizsze wartosci MSE(y;1) podczas wspdlnej analizy fal pandemii. Stad mozemy wyciagnaé
wniosek, ze przewidujac liczbe osob hospitalizowanych dla drugiej fali warto bra¢ pod uwage
rowniez trzecig fale. Z kolei przeprowadzajac analize liczby osob w stanie ciezkim najlepsze
rezultaty osiggniemy analizujac pojedynczg, drugy fale.

Najlepiej model pojedynczej, drugiej fali dla liczby oséb hospitalizowanych dopasowat sie
do danych dla wojewddztwa t6dzkiego. Otrzymane MSE wyniosto jedynie 3.205443. Z kolei
najnizsze MSE(y;2) otrzymano dla wojewddztwa mazowieckiego.

Analizujac rysunek (17) oraz tabele (4) widzimy, ze dla wojewddztwa matopolskiego, pod-
karpackiego i wielkopolskiego przewidywana liczba oséb w stanie ciezkim jest blizsza warto-
Sciom podawanym przez Ministerstwo Zdrowia niz podczas analizy danych pochodzacych z
obu fal pandemii. Wyjatkiem jest wojewdodztwo $§wietokrzyskie, gdzie predykcja pogorszyta sie
nieznacznie. Z kolei predykcja liczby oséb hospitalizowanych pogorszyta sie dla wszystkich wo-
jewodztw z grupy testowej.
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Rysunek 16: Obserwowane i przewidywane krzywe dla wybranych wojewddztw z proby trenin-

gowej dla drugiej fali pandemii.
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Predykcje vs obserwacje w woj. matopolskim
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Rysunek 17: Obserwowane i przewidywane krzywe dla wojewodztw z proby testowej dla drugiej
fali pandemii.
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Tabela 4: Przewidywane wartosci liczby os6b hospitalizowanych oraz w stanie cigzkim w trakcie
drugiej fali pandemii w poréwnaniu z obserwowanymi warto$ciami podawanymi przez Minister-

stwo Zdrowia.

Osoby hospitalizowane

malopolskie podkarpackie Swietokrzyskie wielkopolskie
czas obs/pred obs/pred obs/pred obs/pred
23.10 1671/884 681/579 559/334 924/994
24.10 1667/926 750/608 581/350 929/1045
25.10 1763/973 757/640 589/368 961/1101
26.10 1907/1025 796/674 704 /388 1039/1160
27.10 1972/1080 819/710 742/409 1090/1222
28.10 2003/1137 813/747 750/430 1137/1285
29.10 2072/1196 848 /785 792/452 1182/1349
30.10 2250/1256 883/823 789/474 1241/1412
31.10 2289/1315 917/860 779/496 1252/1475
1.11 2366/1374 976,/897 829/517 1292/1535
6.02 786/1161 662/752 380/433 934/1280
7.02 784/1148 685/743 371/428 926/1264
8.02 818/1135 719/734 368/423 919/1248
9.02 787/1124 710/725 366/418 869/1232
10.02 772/1113 743/718 356/414 865/1218
11.02 773/1105 751/711 368/410 851/1206
12.02 808/1099 741/706 374/407 862/1196
13.02 776/1095 739/703 351/406 817/1190
14.02 806,/1095 691/702 362/405 825/1187
15.02 857/1099 768/704 377/406 853/1189

Osoby w stanie ciezkim

23.10 163/81 50/47 46/24 59/57
24.10 160/86 54/49 46/26 56/59
25.10 172/91 56/52 46/27 75/63
26.10 188/96 68/55 51/29 74/66
27.10 207/102 67/59 52/30 77/70
28.10 215/108 72/62 50/32 68/73
29.10 209/114 70/66 50/34 80/77
30.10 208/120 81/73 53/36 94/82
31.10 212/127 90/77 55/38 94/86
1.11 217/133 95/80 55/40 102/90
6.02 97/152 76/84 42/40 83/75
7.02 98/151 78/83 38/40 76/74
8.02 102/150 82/83 34/40 62/74
9.02 102/149 73/82 33/40 70/74
10.02 100/148 77/82 29/40 69/74
11.02 101/147 76/81 31/39 63/74
12.02 102/146 77/81 37/39 62/74
13.02 101/144 71/80 35/39 59/74
14.02 99/143 81/79 40/39 63/73
15.02 99/142 80/79 40/38 71/73




5.2 Trzecia fala pandemii

W tym podrozdziale przeprowadzimy analogiczna analize dla trzeciej fali, co w poprzednim
podrozdziale przeznaczonym drugiej fali.

5.2.1 Analiza Gléwnych Sktadowych Funkcjonalnych

W tym podrozdziale przedstawimy wyniki analizy danych dotyczacych trzeciej fali pan-
demii. Analize przeprowadzimy w analogiczny sposéb jak w przypadku przeprowadzonej w
podrozdziale 5.1.1 analizy dla drugiej fali.

Podobnie jak dla drugiej fali pandemii na podstawie wartosci btedu sredniokwadratowego
ustalono liczbe funkcji bazowych na 15.

Zmienno$¢ X1, Xo, X3,Y7,Y, wyjasniana przez pierwsze gtéwne sktadowe to kolejno: 57%,
52%, 56%, 62%, 56%.

Na rysunku (18) przedstawiono wykresy funkcji harmonicznych gtéwnych sktadowych, na
rysunku (19) wykresy srednich wraz z odpowiednimi wariacjami wokét srednich oraz na rysunku
(20) wykres pierwszego i drugiego score.

Gtéwne sktadowe dla liczby przypadkéw Gtéwne skiadowe dla liczby zmartych
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Gtowne skiadowe dla liczby osob w cigzkim stanie
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Rysunek 18: Funkcje wagowe dla 3 pierwszych gltownych sktadowych dla trzeciej fali.

PCA function 1 (Percentage of variability 61.5) PCA function 2 (Percentage of variability 30.2 )
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Rysunek 19: Srednia liczba 0s6b hospitalizowanych (u géry wykresu) oraz oséb w stanie ciezkim
(u dotu wykresu) wraz z krzywymi bedacymi wynikiem dodawania (+) i odejmowania (-)
odpowiednio zwielokrotnionych wspotczynnikéw harmonicznych od Sredniej.
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Rysunek 20: Wartosci pierwszego i drugiego score dla liczby os6b hospitalizowanych (wykres u
gbry strony) i dla liczby os6b w stanie ciezkim (wykres u dotu strony) dla trzeciej fali pandemii.
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Tutaj za zmiennos$é¢ zaréwno w liczbie os6b hospitalizowanych jak i w liczbie 0os6b w stanie
ciezkim odpowiada pierwszy score, za$ za roéznice pomiedzy pierwsza a druga potows trzeciej
fali drugi score. Jest to analogiczna sytuacja do drugiej fali pandemii. Inne wyniki otrzymy-
waliSmy podczas analizy liczby osob hospitalizowanych dla obu fal razem. Wéwczas pierwsza
gtowna sktadowa odpowiadata za réznice pomiedzy falami, a druga za ogdlng tendencje w liczbie
przypadkow.

Z analizy rysunkow (19) i (20) mozemy wywnioskowadé, ze najwieksza liczba oséb hospitali-
zowanych byla w wojewodztwie 16dzkim, zas osé6b w ciezkim stanie w lubuskim. Najmniej osob
hospitalizowanych, podczas trzeciej fali pandemii, spodziewamy sie, ze bylo w wojewddztwie
warminsko-mazurskim, zas w stanie ciezkim w wojewddztwie pomorskim.

5.2.2 Model Function-on-Function

W ponizszej tabeli (5) widzimy wartosci MSE, obliczone za pomoca wzoru (15), za$ ry-
sunek (21) przedstawia obserwowane i przewidywane krzywe dla kilku wojewddztw z proby
treningowej. Rysunek (22) oraz tabela (6) ilustruja predykcje na probie testowej.

Tabela 5: Wartosci btedu sredniokwadratowego dla y;; (liczby oséb hospitalizowanych) i y;o
(liczby 0s6b w stanie ciezkim) dla wojewddztw z préby treningowej.

wojewodztwo MSE(y:1) MSE(y:2)
dolnoglaskie 3.305934 0.6009604
kujawsko-pomorskie 4.043124 0.9548898
todzkie 5.810232 1.0920511
lubelskie 2.735627 0.3562136
lubuskie 10.226623 1.0394366
mazowieckie 3.535219 0.5104856
opolskie 9.569692 1.1204369
podlaskie 6.109919 0.8874620
pomorskie 2.959356 1.0975004
slaskie 4.493135 0.8706739
warminsko-mazurskie 4.586885 1.5028614
zachodnio-pomorskie 8.482927 0.7540102

W powyzszej tabeli wyttuszczono odpowiednio najnizsze oraz najwyzsze wartosci btedu
sredniokwadratowego.

Najnizsze wartosci MSE(y;1) 1 MSE(y:2) sa przyjmowane dla wojewodztwa lubelskiego.
Z kolei najwyzsza warto$¢ MSE(y;1) otrzymano dla wojewddztwa lubuskiego, a MSE(y;s) dla
warminsko-mazurskiego. W poréwnaniu z MSE(y;;) otrzymanym podczas analizy danych z
obu fal razem, warto$¢ MSE(y;;) spadia dla prawie wszystkich wojewddztw (wyjatek: opol-
skie, warminisko-mazurskie oraz zachodnio-pomorskie). Podobnie MSE(y;2), dla ktérego wartosé
wzrosta jedynie w wojewddztwach: 16dzkim, lubuskim, opolskim oraz warminsko-mazurskim.
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Rysunek 21: Obserwowane i przewidywane krzywe dla proby treningowej dla trzeciej fali pan-

demii.
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Predykcje vs obserwacje w woj. matopolskim
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Rysunek 22: Obserwowane i przewidywane krzywe dla proby testowej dla trzeciej fali

Predykcje vs obserwacje w woj. matopolskim
125~

—— Obserwacje
— Predykcje
0.0-
0.00 025 050 075 100
Czas
Predykcje vs obserwacje w woj. podkarpackim
o
@
£
&
w»
£
26-
B — Obserwagje
5
z — Predykcje
>
2
S
3
Oa-
o
0.00 0.25 0.50 075 100
Czas
Predykcje vs obserwacje w woj. swigtokrzyskim
10-
o
£
s
w
1S
b
o — Obserwacje
o
z — Predykcje
& 5
8
3
o]
0-
0 ﬁD 0 ‘25 0 ‘SEI 0 ‘75 1 IEIEI
Czas
Predykcje vs obserwacje w woj. wikp.
75-
o
£
&
w
E
S50-
s — Obserwacje
5
z — Predykcje
2
2
3
3
Oss-
00-
0.00 025 0.50 0.75 100
Czas

43

pandemii.



Tabela 6: Przewidywane wartosci liczby os6b hospitalizowanych w poréwnaniu z obserwowany-

mi wartosciami podawanymi przez Ministerstwo Zdrowia w trakcie trzeciej fali.

Osoby hospitalizowane

malopolskie podkarpackie Swietokrzyskie wielkopolskie
czas obs/pred obs/pred obs/pred obs/pred
16.02 857/1120 790/697 377/344 837/1132
17.02 831/1124 833/699 375/349 837/1137
18.02 857/1132 872/704 391/355 845/1146
19.02 874/1144 888/712 391/362 868/1160
20.02 884/1161 906,/722 417/370 896/1177
21.02 884/1181 925/734 433/379 892/1198
22.02 897/1204 956 /749 464/389 923/1222
23.02 939/1229 990/765 467/400 926,/1249
24.02 910/1257 1073/782 482/411 925/1277
25.02 956,/1285 1108/799 494/423 916/1307
247 72/108 31/67 69/43 81/112
248 72/101 26/63 61/40 79/105
249 66/94 25/59 57/36 82/97
250 63/88 20/54 54/32 82/90
251 57/81 15/50 51/29 63/83
252 53/74 13/46 47/26 42/76
253 51/68 13/42 39/23 44/69
254 53/62 13/38 36/21 44/63
255 48 /56 15/35 32/20 44 /57
256 41/51 14/32 33/19 39/52

Osoby w stanie ciezkim

16.02 99/126 84/77 40/46 71/131
17.02 100/127 83/76 35/46 72/132
18.02 81/127 88/76 40/47 74/134
19.02 85/128 87/75 40/47 75/135
20.02 86/129 87/76 41/48 81/137
21.02 89/130 85/76 41/48 78/138
22.02 86/132 93/77 41/49 81/140
23.02 87/133 83/78 46/49 85/141
24.02 88/135 88/79 40/50 85/143
25.02 88/137 96/81 49/51 85/145
26.06 11/20 5/13 4/7 11/21
27.06 11/19 4/12 3/7 10/20
28.06 14/18 3/11 2/7 9/19
29.06 12/17 2/10 2/6 9/18
30.06 11/16 2/10 2/6 9/17
1.07 11/15 0/9 1/6 7/16
2.07 11/13 0/8 0/5 7/14
3.07 11/12 0/7 0/4 7/12
4.07 11/10 1/6 0/4 7/10
5.07 10/7 0/5 0/3 5/7




Poréwnujac, przedstawiong w tabeli (6), przewidywana liczbe os6b w stanie ciezkim dla
trzeciej fali pandemii z tabela (2) widzimy, Ze wartosci nie zmienity sie znaczaco. Predykcje
dla wojewddztwa matopolskiego delikatnie poprawity sie, jednakze dla wojewddztwa wielkopol-
skiego nieznacznie uleglty pogorszeniu. Wojewodztwo podkarpackie i swietokrzyskie uzyskato
bardzo podobne rezultaty, co wczesniej.

Poréwnujac liczbe oséb hospitalizowanych widzimy, ze wyniki sa podobne. Mozna jednak
zauwazy¢, ze model otrzymany na podstawie danych jedynie z trzeciej fali przewiduje wigksza
liczbe 0s6b hospitalizowanych podczas trzeciej fali pandemii niz model otrzymany z wykorzy-
staniem potaczonych danych z obu fal.
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6 Wnioski i podsumowanie

Pandemia COVID-19 wstrzasneta calym swiatem. Epidemia na taka skale jest stosunkowo
nowym zjawiskiem, dlatego przyciagneta uwage sporej liczby analitykow na catym swiecie. W
przedstawionej pracy podjeto probe dopasowania modelu opartego na funkcjonalnej analizie
danych do danych dotyczacych drugiej i trzeciej fali pandemii COVID-19 na terenie Polski.
Celem tak skonstruowanego modelu byta predykcja liczby oséb w stanie ciezkim oraz oséb ho-
spitalizowanych. Jako predyktory postuzyty: liczba zgonow, ozdrowiencéow oraz pozytywnych
wynikéw testu. Na grupie treningowej ztozonej z dwunastu wojewddztw dokonano estymacji
parametrow modelu oraz przetestowano jego jakos¢. Nastepnie dokonano predykeji dla woje-
wodztw: maltopolskiego, podkarpackiego, swietokrzyskiego oraz wielkopolskiego. Model bardzo
dobrze przewidywal liczby w wiekszosci wojewodztw. Najwickszym problemem okazato sie wo-
jewodztwo matopolskie. Zarowno w przypadku dopasowywania modelu do obu fal razem, do
pojedynczej drugiej lub trzeciej fali, liczba przewidywanych oséb hospitalizowanych i oséb w
stanie ciezkim dla tego wojewodztwa okazywata si¢ zbyt niska. Model Swietnie poradzit sobie
natomiast z wojewodztwem wielkopolskim i $wictokrzyskim.

Rozdzielenie fal nie przyniosto duzych efektéw podczas poréwnywania przewidywanych
wartosci i wartosci obserwowanych (tabele 2, 4, 6) w grupie testowej. Jednakze dokonujac
analizy warto$ci bledéw S$redniokwadratowych, policzonych na podstawie proby treningowe;j
(tabele 1, 3, 5), mozna wyciagnaé¢ ciekawe wnioski na temat wojewddztw. Analizujac MSE
otrzymane dla liczby os6b hospitalizowanych najnizsze wartosci otrzymujemy podczas trzeciej
fali dla wojewodztw: dolnoslaskiego, kujawsko-pomorskiego, lubelskiego, lubuskiego, mazowiec-
kiego oraz pomorskiego. Podczas drugiej fali: t6dzkiego, podlaskiego oraz slaskiego. Co ciekawe
w wojewoddztwach opolskim, warminsko-mazurskim oraz zachodnio-pomorskim najnizsze MSE
otrzymalismy podczas analizy obu fal razem.

Z kolei btad $redniokwadratowy dla liczby os6b w stanie ciezkim jest bardziej ujednolicony.
Dla wszystkich wojewodztw z wyjatkiem lubelskiego i podlaskiego druga fala miata najnizsze
wartosci MSE.

Interesujaca okazata si¢ analiza gléwnych sktadowych. Rysunki (8), (9), (15) i (20) przy-
niosty ciekawe informacje na temat wojewodztw z grupy treningowej. Podczas drugiej i trzeciej
fali pandemii najwiecej oséb hospitalizowanych byto w wojewddztwach lubuskim i podlaskim,
podczas pojedynczej drugiej fali w lubelskim i podlaskim, za$ podczas trzeciej fali w t6dz-
kim i $laskim. Najwiecej osob w stanie ciezkim podczas obu fal razem byto w wojewodztwach
kujawsko-pomorskim i lubuskim, podczas drugiej fali w lubelskim i kujawsko-pomorskim, zas
podczas trzeciej fali w lubuskim i mazowieckim. Przeprowadzona analiza zgadza sie z prawdzi-
wymi, dyskretnymi obserwacjami.

Najwieksza réznica pomiedzy druga i trzecia falg w liczbie osob hospitalizowanych byta
w wojewodztwie todzkim i Slaskim, najwicksza roznica pomiedzy poczatkiem i konicem drugie;j
fali w wojewodztwach kujawsko-pomorskim i warminsko-mazurskim, za$ pomiedzy poczatkiem
i koncem trzeciej fali w lubuskim i podlaskim.

7 kolei dla liczby os6b w stanie cigzkim podobna analiza przedstawia si¢ nastepujaco. Naj-
wieksza roznica pomiedzy druga i trzecia falg byta w wojewodztwach podlaskim i warminsko-
mazurskim, najwicksza roznica pomiedzy poczatkiem i konicem drugiej fali w wojewodztwach
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lubelskim (jest to réwniez wojew6dztwo z najwieksza liczba przypadkow oséb w stanie ciezkim)
i Slaskim, zas pomiedzy poczatkiem i konicem trzeciej fali w warminsko-mazurskim i podlaskim.

Co rowniez jest ciekawe, prawie we wszystkich modelach, pierwsza sktadowa gtéwna opisy-
walta ogolng tendencje oraz liczbe przypadkéw oséb w réznych stanach. Wyjatkiem jest model
wyjadniajacy liczbe osoéb hospitalizowanych w obu falach. Tutaj pierwsza gtowna skladowa
zwracata uwage na réznice pomiedzy dwoma analizowanymi falami.

Ekonomiczny kryzys wywotany przez wirusa SARS-CoV-2 objat niemal cata planete, od
kiedy Swiatowa Organizacja Zdrowia (WHO) oglosita stan wyjatkowy w potowie marca 2020
roku. Chcac w pewnej czesci kontrolowaé wirusa, spoteczno$é naukowa jest pochltonigta opraco-
wywaniem modeli, ktére pozwolityby na tagodzenie niszczycielskich skutkéw pandemii. Wazne
jest zatem budowanie skutecznych modeli w celu zagwarantowania poprawnych predykcji. Bio-
rac pod uwage nature zmiennych - liczby przypadkoéw, zgondéw, ozdrowien, hospitalizacji oraz
osOb w stanie ciezkim, warto wzia¢ pod uwage metody analizy danych funkcjonalnych. Nie-
mniej jednak konstruujac modele, wazna jest jakos¢ danych, ktore w przypadku rozwijajace;j
sie pandemii nie sg zbyt dokladne. W tej pracy zaproponowano model MFFLR - multiple
function-on-function linear regression model w celu imputacji brakujacych danych. Motywa-
cja tego byta prognoza krzywych osoéb hospitalizowanych i 0os6b w stanie ciezkim z krzywych
pozytywnych przypadkéw, zgonéw oraz wyzdrowien.
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7 Dodatek - kod programu R

W tym rozdziale zostal przedstawiony kod umozliwiajacy analize przedstawiona w pracy.

# instalacja pakietow:
library ("ggplot2 )
library ('fda )

# przyktadowy wykres obserwacji dyskretnych dla liczby oso6b
# hospitalizowanych :

ggplot (hospitalizacje , mapping = aes(x = daty,

y = hospitalizowani)) +
geom_point (aes (x=daty , y=kujawskopom.hospitalizacje ,
col="kujawsko—pomorskie”)) +
geom_point (aes (x=daty , y=malopolskie.hospitalizacje ,
col="matopolskie”)) +
geom_point (aes (x=daty , y=podkarpackie.hospitalizacje ,
col="podkarpackie”)) +
geom_point (aes (x=daty , y=podlaskie.hospitalizacje ,
col="podlaskie”)) +
geom_point (aes (x=daty , y=pomorskie.hospitalizacje ,
col="pomorskie”)) +
geom_point (aes (x=daty, y=swietokrzyskie.hospitalizacje ,
col="§wietokrzyskie”)) +
geom_point (aes (x=daty , y=wielkopolskie.hospitalizacje ,
col="wielkopolskie”)) +
scale_color_discrete (name="Wojewodztwa” )

# 1 CZESC: WYGLADZENIE DANYCH

nbas = 20 # wybo6r liczby funkcji bazowych
# utworzenie bazy funkcji bazowych B-splines:
Basis20 = create.bspline.basis(rangeval = ¢(0,1), nbasis=nbas)

# wylistowanie przypadkow;

# nie bierzemy pod uwage kolumny odpowiedzialnej za daty (17):
indywidualne . przypadki.fd = as.list (przypadki|[—17])
indywidualne . hospitalizacje.fd = as.list (hospitalizacje[—17])

indywidualne . stanyciezkie.fd = as.list (stan_ciezki[—17])
indywidualne . zgony . fd = as.list (zgony[—17])
indywidualne . wyzdrowienia.fd = as.list (wyzdrowienia[—17])

# konwersja danych w obiekty funkcjonalne
for (i in 1:16){
indywidualne . przypadki.fd [[i]] = Data2fd(argvals =seq (0,1,
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length=length (indywidualne . przypadki.fd [[i]])) ,
y=as.matrix (indywidualne.przypadki.fd [[i]]) , basisobj = Basis20)

indywidualne. hospitalizacje.fd [[1]] = Data2fd(argvals =seq (0,1,
length=length (indywidualne. hospitalizacje.fd[[i]])),
y=as.matrix (indywidualne. hospitalizacje.fd [[1]]) ,

basisobj = Basis20)

indywidualne.stanyciezkie.fd [[i]] = Data2fd(argvals =seq (0,1,
length=length (indywidualne . stanyciezkie.fd [[i]])),

y=as.matrix (indywidualne.stanyciezkie.fd [[1]]) , basisobj = Basis20)
indywidualne .zgony.fd [[1]] = Data2fd(argvals =seq (0,1,

length=length (indywidualne.zgony.fd [[i]]))
y=as.matrix (indywidualne.zgony.fd [[i]]) , basisobj = Basis20)

indywidualne . wyzdrowienia.fd [[i]] = Data2fd(argvals =seq (0,1,
length=length (indywidualne.wyzdrowienia.fd [[i]])) ,
y=as.matrix (indywidualne.wyzdrowienia.fd [[i]]) , basisobj = Basis20)

}

wspolcz . przypadki = indywidualne.przypadki.fd [[1]] $coefs

wspolcz . hospitalizacje = indywidualne. hospitalizacje.fd [[1]] $coefs
wspolez . stanciezki = indywidualne.stanyciezkie.fd [[1]] $coefs
wspolcz . zgony = indywidualne.zgony.fd [[1]] $coefs

wspolcz . ozdrowienia = indywidualne . wyzdrowienia.fd [[1]] $coefs

for (i in 2:16){
wspolcz . przypadki = cbind (wspolcz. przypadki
indywidualne . przypadki.fd [[i]] $coefs)
wspolcz. hospitalizacje = cbind (wspolcz. hospitalizacje ,
indywidualne. hospitalizacje.fd [[i]] $coefs)
wspolcz . stanciezki = cbind (wspolcz.stanciezki
indywidualne . stanyciezkie.fd [[i]] $coefs)
wspolcz.zgony = cbind (wspolcz.zgony ,
indywidualne . zgony.fd [[i]] $coefs)
wspolcz . ozdrowienia = cbind (wspolcz.ozdrowienia ,
indywidualne . wyzdrowienia.fd [[i]] $coefs)

}

przypadki.fd = fd(wspolcz.przypadki, basisobj = Basis20)
hospitalizacje.fd = fd(wspolcz.hospitalizacje ,basisobj = Basis20)

stanciezki.fd = fd(wspolcz.stanciezki ,basisobj = Basis20)
zgony . fd = fd (wspolcz.zgony, basisobj = Basis20)
ozdrowiency.fd = fd(wspolcz.ozdrowienia , basisobj = Basis20)
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przypadki.fd.predykcja = data.frame(predict (przypadki.fd,
seq(0,1,0.01)))

hospitalizacje.fd.predykcja = data.frame(predict (hospitalizacje.fd,
seq(0,1,0.01)))

stanciezki.fd.predykcja = data.frame(predict (stanciezki.fd,
seq(0,1,0.01)))

zgony . fd . predykcja = data.frame(predict (zgony.fd,

seq(0,1,0.01)))

ozdrowienia.fd.predykcja = data.frame(predict (ozdrowiency.fd,
seq(0,1,0.01)))

wojewodztwa = c(” kujawsko—pomorskie”, "matopolskie”, "podkarpackie”,

” N

"podlaskie”, ”"pomorskie” | "Swietokrzyskie” ” wielkopolskie”)
# przyktadowy wykres dopasowanych krzywych dla 1. przypadkdéw

ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcjal[,2],
colour=wojewodztwa [1])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,6],
colour=wojewodztwa [2])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,9],
colour=wojewodztwa [3])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,10],
colour=wojewodztwa [4])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,11],
colour=wojewodztwa [5])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,13],
colour=wojewodztwa [6])) +
geom _line (aes(, y=przypadki.fd.predykcja[,15],
colour=wojewodztwa [7])) +
xlab (7 Czas”)+
ylab (" Przypadki”)+
scale_color_discrete (name="Wojewddztwa” )+
theme(plot. title = element_text(hjust = 0.5))

# 11 CZESC: FUNKCJONALNA ANALIZA GEOWNYCH SKFADOWYCH
# FPCA dla grupy treningowej

# liczba gltownych sktadowych nharm=10

przypadki.fpca = pca.fd(przypadki.fd ,nharm=10)

hospitalizacje .fpca=pca.fd(hospitalizacje.fd[c(1:5,7:8,10:12,14,16)],
nharm=10)
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stanciezki.fpca = pca.fd(stanciezki.fd[c(1:5,7:8,10:12,14,16)],

nharm=10)
zgony . fpca = pca.fd (zgony.fd ,nharm=10)
ozdrowiency . fpca = pca.fd(ozdrowiency .fd ,nharm=10)

przypadki.fpca$varprop # procent wyjasnianej wariancji
hospitalizacje.fpca$varprop

stanciezki.fpca$varprop

zgony . fpca$varprop

ozdrowiency . fpca$varprop

# Przyktadowy wykres harmonicznych — sktadowych gtoéwnych

ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$harmonics|[1],
seq (0,1,0.01)),col="PCA 1 (46.93%)”)) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$harmonics|[2],
seq(0,1,0.01)), col="PCA 2 (26.59%)")) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$harmonics|[3],
seq(0,1,0.01)), Col ="PCA 3 (13.96%)”)) +
xlab (7 Czas” )+
ylab ("Wspétczynniki”)+
ggtitle ("Gtéwne sktadowe dla liczby przypadkéw”)+
theme (plot.title = element_text (hjust = 0.5)) +
scale_color_discrete (name="Gtéwne skladowe”)

# Wykresy $redniej +/— sktadowa gléwna
plot.pca.fd(przypadki.fpca)
# Wykresy 1 vs 2 score

plot (przypadki. fpca$scores [,1], przypadki.fpca$scores|[,2],

xlab="pierwszy score”, ylab="drugi score”)

wojewodztwa = C(”dolnoélqskie” "kujawsko—pomorskie” ;" t6dzkie”
"lubelskie”, ”"lubuskie”, "mazowieckie” ,” opolskie”

"podlaskie” | ”pomorskle” ”sl@skle "warminsko—mazurskie”

”zachodnio—pomorskie”)

text (przypadki.fpca$scores[,1], przypadki.fpcaS$scores|,2],
wojewodztwa , col=3)

# Wykres dla §redniej +/— sktadowa glodowna
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ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$meanfd seq(0,1,0.01)))) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$meanfd—
sqrt (przypadki.fpca$values[1])x* przypadki.fpca$harmonics|[1],
seq(0,1,0.01))),linetype="dashed”) +
geom _line (aes(, y=eval.fd(przypadki.fpca$meanfd+
sqrt (przypadki. fpca$values[1])* przypadki.fpca$harmonics|[1],
seq(0,1,0.01))),linetype="dashed”) +
xlab (7 Czas”)+
ylab (" Krzywa + przedziat”)+
ggtitle (" Krzywa oraz przedzial dla 1. przypadkéw”)+
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

# CZESC III: PREDYKCJA
# Macierz "scores” dla proby treningowej:

Macierzwynikow = cbind(stanciezki.fpca$scores|[,1:3],
przypadki.fpca$scores|[c(1:5,7:8,10:12,14,16),1:3],
hospitalizacje.fpca$scores|[,1:3],

zgony . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16) ,1:3],
ozdrowiency . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16),1:3])

colnames (Macierzwynikow)=c (” stanciezkil” ,” stanciezki2”,” stanciezki3”,
"przypadkil” " przypadki2” ,” przypadki3”,

"hospil” ,” hospi2” ,” hospi3d”,

"zgonyl” " zgony2” " zgony3” ,

7ozdrowl” " ozdrow2” ,” ozdrow3”)

Macierzwynikow = data.frame(Macierzwynikow)
# Dopasowanie modeli

Model. stanciezki = Im(stanciezkil “przypadkil+zgonyl4ozdrowl ,
data=Macierzwynikow

Model. hospi = lm(hospil “przypadkil+zgonyl4ozdrowl ,
data=Macierzwynikow)

# Macierz planu dla préby testowej (osoby w stanie ciezkim)
Macierz_stanciezki = matrix(c(1,1,1,1,
przypadki.fpca$scores|[c(6,9,13,15),1],

zgony . fpca$scores[c(6,9,13,15),1],
ozdrowiency . fpca$scores[c(6,9,13,15),1]).,4,)

52




# Predykcja oséb w stanie ciezkim dla préby testowe]

stanciezki_estymacja = fd(matrix(rep (mean.fd(stanciezki.fd[c(1:5,
7:8,10:12,14,16)]) $coefs ,4) ,nbas)+

t(Macierz_stanciezki%«%Model. stanciezki$coefficients%%
stanciezki.fpca$harmonics$coefs|,1]), basisobj = Basis20)

# Przyktadowy wykres predykcji vs obserwacji w grupie testowe]

stanciezki_wykres = eval.fd(stanciezki_estymacja ,seq(0,1,0.01))
ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes (,y=stanciezki.fd.predykcja[,6],colour="Obserwowane”))
geom _line (aes(, y=stanciezki_wykres[,1],colour="Przewidywane”)) +
xlab (7 Czas” )+
ylab (” Osoby w stanie ciezkim”)+
ggtitle (" Predykcje vs obserwacje w woj. malopolskim”)+
theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5))

+

# Macierz planu dla préby treningowej
# (osoby w stanie ciezkim)

Macierz_stanciezki_treningowa = matrix(c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
przypadki.fpca$scores|[c(1:5,7:8,10:12,14,16) ,1],
zgony . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16) ,1],
ozdrowiency . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16),1]),12,)

# Predykcja oséb w stanie ciezkim dla préby treningowe]

stanciezki_estymacja_treningowa = fd(matrix (rep (mean. fd (
stanciezki.fd[c(1:5,7:8,10:12,14,16)]) $coefs ,12),
nbas)+t(Macierz_stanciezki_treningowa%%

Model. stanciezki$coefficients%%stanciezki.fpcaSharmonics$coefs[,1]),
basisobj = Basis20)

# Obliczenie bltedu $redniokwadratowego

sqrt (diag(t(stanciezki_estymacja_treningowa$coefs—
stanciezki.fd$coefs|[,c(1:5,7:8,10:12,14,16)])%*%

inprod (Basis20 , Basis20)%x%(stanciezki_estymacja_treningowa$coefs—

stanciezki.fd$coefs[,c(1:5,7:8,10:12,14,16)])))

# Przyktadowy wykres predykcji vs obserwacji w grupie treningowej

stanciezki_wykres_treningowa=eval.fd (stanciezki_estymacja_treningowa ,
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seq(0,1,0.01))

ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom_line (aes (,y=stanciezki.fd.predykcja[,1],colour="Obserwowane”)) -H
geom _line (aes(, y=stanciezki_wykres_treningowa[,1],
colour="Przewidywane”)) +

xlab (7 Czas”)+

ylab (” Osoby w stanie ciezkim”)+

ggtitle (" Predykcje vs obserwacje w woj. dolnos§laskim”)+
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))

# Macierz planu dla proby testowej — osoby hospitalizowane

Macierz_hospitalizacje = matrix(c(1,1,1,1,
przypadki.fpca$scores|[c(6,9,13,15),1],
zgony . fpca$scores[c(6,9,13,15),1],
ozdrowiency . fpca$scores|[c(6,9,13,15),1]),4,)

# Predykcja oséb hospitalizowanych dla préoby testowej

Hospitalizacje_estymacja = fd(matrix(rep (mean. fd (
hospitalizacje.fd[c(1:5,7:8,10:12,14,16)]) $coefs ,4),

nbas)+t (Macierz_hospitalizacje%+%Model. hospi$coefficients%%
hospitalizacje.fpca$harmonics$coefs[,1]), basisobj = Basis20)

# Przyktadowy wykres predykcji vs obserwacji osoéb hospitalizowanych

hospitalizacje_wykres=eval.fd(Hospitalizacje_estymacja ,seq(0,1,0.01))
ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes(, y=hospitalizacje.fd.predykcja[,6],
colour="Obserwowane”)) -+
geom _line (aes(, y=hospitalizacje_wykres|[,1],
colour="Przewidywane”)) +
xlab (7 Czas”)+
ylab (” Osoby hospitalizowane”)+
ggtitle (" Predykcje vs obserwacje w woj. malopolskim”)+
theme(plot.title = element_text (hjust = 0.5))

# Macierz planu dla préby treningowej, osoby hospitalizowane

Macierz_hospitalizacje_treningowa = matrix(c(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
przypadki.fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16),1],
zgony . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16) ,1],
ozdrowiency . fpca$scores[c(1:5,7:8,10:12,14,16),1]),12)
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# Predykcja os6b hospitalizowanych dla proby treningowej

Hospitalizacje_estymacja_treningowa = fd(matrix (rep (mean. fd (
hospitalizacje.fd[c(1:5,7:8,10:12,14,16)]) $coefs ,12) ,nbas)

+t (Macierz_hospitalizacje_treningowa%+«%Model. hospi$coefficients%%
hospitalizacje.fpca$harmonics$coefs|,1]), basisobj = Basis20)

# Obliczenie bledu $redniokwadratowego

sqrt (diag(t(Hospitalizacje_estymacja_treningowa$coefs—
hospitalizacje.fd$Scoefs|[,c(1:5,7:8,10:12,14,16)])%*% inprod ( Basis20 ,
Basis20)%*x%(Hospitalizacje_estymacja_treningowaS$coefs—
hospitalizacje.fd$coefs|[,c(1:5,7:8,10:12,14,16)])))

# Przyktadowy wykres predykcji vs obserwacji w grupie treningowej

hospi_wykres_treningowa=eval.fd (Hospitalizacje_estymacja_treningowa ,
seq(0,1,0.01))
ggplot (, aes(x=seq(0,1,0.01))) +
geom _line (aes(, y=hospitalizacje.fd.predykcja[, 1],
colour="Obserwowane”)) -+
geom _line (aes(, y=hospi_wykres_treningowa[,1],
colour="Przewidywane”)) +
xlab (7 Czas”)+
ylab (” Osoby hospitalizowane”)+
ggtitle (" Predykcje vs obserwacje w woj. dolno$laskim”)+
theme(plot.title = element_text(hjust = 0.5))
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