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Streszczenie:

Odwzorowanie ciagte f : X — Y nazywamy witasciwym, jesli przeciwobraz dowolnego zbioru
zwartego jest zwarty. Kiedy X i1 Y sa lokalnie zwarte, to odwzorowania wtasciwe naturalnie prze-
dtuzaja sie do odwzorowan pomiedzy uzwarceniami Aleksandrowa X i Y. W rezultacie rzeczywiste
wielomiany wlasciwe sa dwojako zwigzane z geometria: z jednej strony same dostarczaja prosto opi-
sanych przyktadéw odwzorowar miedzy sferami, z drugiej mozna je bada¢ przy uzyciu geometrycz-
nych narzedzi. W niniejszej pracy zostaly pokazane podstawowe wtasnosci wlasciwych odwzorowan
wielomianowych, czeSciowe rezultaty dotyczace wtasciwosci przestrzeni wielomianowych odwzoro-
wan R? — R?, wyliczony zostal typ homotopii przestrzeni rzeczywistych wielomianéw wlagciwych
ustalonego stopnia i liczby zmiennych, a takze przedstawiona zostala metoda wyliczania stopnia

odwzorowania S? — S? bedacego przedtuzeniem wlasciwego odwzorowania R? — R2.



Wstep

Jesli P jest niestalym wielomianem rzeczywistym jednej zmiennej, to jest on
wtasciwy, czyli spelnia nastepujacy warunek:

|z,| = 00 = |P(z,)| — o0.

Powyzsze stwierdzenie nie jest jednak prawdziwe dla wielomianéw wielu zmien-
nych, o czym tatwo sie mozna przekonac rozwazajac wielomian:

P(z,y) = z.

W naturalny sposob pojawia sie pytanie o to, ktore z wielomianéw wielu zmien-
nych sa wtasciwe. W literaturze mozna spotka¢ rezultaty dotyczace bardzo
podobnego, ale nieco silniejszego warunku koersywnosci. [BS19| Jest ona inte-
resujaca z punktu widzenia teorii optymalizacji poniewaz gwarantuje ona ist-
nienie minimum globalnego. Niniejsza praca traktuje wlasciwos¢ z nieco innej
strony, mianowicie korzysta z tego, ze jesli f : R” — R jest wtasciwa, to mozna
ja przedtuzy¢ do odwzorowania:

f. 5" =S,

gdzie kazda ze sfer traktujemy jako uzwarcenie Aleksandrowa odpowiedniej
przestrzeni rzeczywistej. Podobna obserwacja dotyczy nie tylko wielomianow
wielu zmiennych, ale takze dowolnych odwzorowan wtasciwych R" — R™. Z
jednej strony pozwala to tworzy¢ przyktady réznych odwzorowan pomiedzy sfe-
rami przy uzyciu wielomianéow witasciwych, z drugiej strony - bada¢ wielomiany
wtasciwe przy uzyciu narzedzi topologii algebraicznej i rézniczkowej, w szczegol-
nosci - stopnia odwzorowania. Celem niniejszej pracy jest zbadanie przestrzeni
wielomianéw witasciwych z geometrycznej perspektywy.

Przestrzenie wielomianéw czy funkcji wymiernych jako podprzestrzeni od-
wzorowan ciagtch stanowi rozlegty obszar badan, ktorym praca Graema Segala
[Seg79] data mocny impuls. Przestrzeni wielomianow wtasciwych do tej pory
jednak nie badano na wieksza skale.



W rozdziale 1 zdefiniowana s najwazniejsze pojecia niniejszej pracy - wta-
Sciwosé odwzorowania (por. definicja 1.1) oraz uzwarcenie Aleksandrowa prze-
strzeni lokalnie zwartej (por. definicja 1.3). Na dwa sposoby uscislone jest
pojecie przestrzeni wielomianéw wtasciwych (por. definicje 1.6 i 1.7). Wpro-
wadzone sa dwa narzedzia istotne dla niniejszej pracy - stopieri odwzorowania

(por. definicja 1.10) i teoria uporzadkowanych cial rzeczywiscie domknietych
(por. definicja 1.14).

W rozdziale 2 pokazane sg ogolne wlasnosci wielomianowych odwzorowan
wtasciwych, ktore nie zaleza od wymiaru dziedziny ani przeciwdziedziny. Zde-
finiowane jest pojecie czesci gtownej odwzorowania wielomianowego (por. defi-
nicja 2.4) i pokazany jest jej zwiazek z wlasciwoscia odwzorowania (por. lemat
2.6). W dalszej czesci tego rozdziatu wprowadzone jest pojecie homotopii wla-
Sciwej (por. definicja 2.9) a takze rozstrzygniecie problemu wtasciwosci wielo-
miandéw zespolonych (por. twierdzenie 2.22).

W rozdziale 3 badane sg wielomiany rzeczywiste wielu zmiennych. Wpro-
wadzone zostaja kryteria niewtasciwosci takich wielomianow (por. lemat 3.3
i lemat 3.4), a nastepnie zdefiniowane i rozstrzygniete jest zagadnienie trwa-
tej wlasciwosci wielomianéw rzeczywistych (por. uwaga 3.7, lemat 3.8 i lemat
3.10). Pod koniec rozdziatu pokazane jest kilka wlasnosci zbiorow wielomianow
wtasciwych z topologia pochodzaca od przestrzeni wspotczynnikéw, w tym ich
typ homotopii (por. 3.18).

W rozdziale 4 badane sg pary wielomianéw rzeczywistych dwoch zmiennych.
Pokazany jest ich alternatywny opis poprzez wielomiany zespolone zmiennych
z,Z. Najwazniejszym twierdzeniem tej czesci pracy jest twierdzenie 4.9 pokazu-
jace, ze zaden wielomian zespolony zmiennych z, 7z stopnia wiekszego niz 1 nie
jest trwale niewtasciwy.

W rozdziale 5 jest zaprezentowana metoda obliczania topologicznego stopnia
przedtuzenia wlagciwego wielomianu zmiennych 2,z do odwzorowania S? — S?
(por. twierdzenie 5.3). Dzieki temu pokazane jest oszacowanie stopnia topo-
logicznego przedtuzenia wielomianu zmiennych 2,z z gory przez jego stopien
algebraiczny (por. wniosek 5.4).
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Pojecia

1 Pojecia

1.1 Odwzorowania wlasciwe
Wprowadzimy teraz zasadnicze pojecie niniejszej pracy:

Definicja 1.1. Niech (X, Tx), (Y, Ty ) beda przestrzeniami topologicznymi. O od-
wzorowaniu f : X — Y moéwimy, ze jest wltasciwe, gdy dla dowolnego zbioru
zwartego K C Y zbior f~1(K) rowniez jest zwarty.

W interesujacych nas przypadkach powyzsza definicje mozna wyrazi¢ w nieco
bardziej namacalny sposob:
Uwaga 1.2. Niech X,Y beda skonczeniewymiarowymi przestrzeniami unor-

mowanymi. Wowczas odwzorowanie f : X — Y jest wlasciwe wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciagu x,, € X jest spetniony nastepujacy warunek:

7, powyzszego warunku wynika, ze odwzorowania wtasciwe mozna przedtuzyé
na jednopunktowe uzwarcenie, ktérego definicje przytaczamy ponizej.

Definicja 1.3. Uzwarceniem Aleksandrowa lokalnie zwartej przestrzeni to-
pologicznej (X, T) nazywamy przestrzen:

X = X U{o0}
z topologia:

T=TU{UC X :X\U jest zwarty, oo € U}.

Uwaga 1.4. Odwzorowanie f : R” — R mozna przedtuzy¢ do odwzorowania
pomiedzy odpowiednimi uzwarceniami Aleksandrowa spelniajacego f(oc0) = oo
wtedy i tylko wtedy, gdy f jest wlasciwe. Takie przedtuzenie jest jednoznaczne.

W interesujgcych nas przypadkach uzwarcenie Aleksandrowa ma wyjatkowo
prosty opis:

Fakt 1.5. Uzwarceniem Aleksandrowa przestrzeni R" jest sfera S".



1.2 Przestrzenie wielomianéw wtasciwych

1.2 Przestrzenie wielomianéw wlasciwych

Obiektem badan niniejszej pracy sa zbiory wielomianéw wtasciwych. Opiszemy
teraz dwa naturalne sposoby nadania tym zbiorom struktury topologicznej. Z
jednej strony zbiorowi wielomianéw mozna nadaé¢ strukture przestrzeni linio-
wej nad ciatem wspotezynnikow (analogicznie mozna postapi¢ dla zbioru kro-
tek wielomianéw), a nastepnie stamtad dziedziczy¢ topologie dla podzbiorow
wielomianéw wtasciwych (i niewtasciwych). Jest to motywacja dla ponizszych
oznaczen:

Definicja 1.6. Przez P,,,, rozumiemy przestrzen rzeczywistych wielomianow
wtasciwych m zmiennych stopnia doktadnie n z topologia odziedziczona ze
struktury przestrzeni liniowej zadanej na przestrzeni wielomiandéw m zmiennych
nad R. Podobnie przez N, , rozumiemy przestrzen rzeczywistych wielomianow
niewtasciwych m zmiennych stopnia n z analogicznie odziedziczong topologig.

Oznaczenia te beda uzyteczne w rozdziale 3, kiedy bedziemy badaé¢ rzeczy-
wiste wielomiany wtasciwe wielu zmiennych.

Poniewaz zgodnie z uwaga 1.4 odwzorowanie wtasciwe f : R" — R"™ prze-
dtuza sie jednoznacznie do odwzorowania f 0 S" — S™ to po okresleniu metryki
mozemy zadac¢ na odwzorowaniach wielomianowych topologie na drugi sposéb
- poprzez topologie zbieznosci jednostajnej. Te obserwacje mozna réwniez wy-
stowi¢ w bardziej ogolny, niezalezny od metryki sposéb przy pomocy topologi
zwarto-otwarte;j.

Definicja 1.7. Przez (U, g, T') rozumiemy zbiér przedtuzenn wlasciwych od-
wzorowan wielomianowych R™ — R¥ stopnia n wraz z topologia odziedziczona
7 przestrzeni funkeji S™ — S* z topologia zwarto-otwarta. Przypomnijmy, ze
topologia zwarto-otwarta na przestrzeni funkcji X — Y jest zadana poprzez
baze zbiorow: ﬂi.:l P(C;,U;), gdzie C; sa zwarte,

U; - otwarte, oraz:

P(A,B)={f:X Y, f(A) C BY.

Fakt 1.8. Jedli X jest przestrzenia zwarta, a Y — przestrzenia metryczng, to
topologia zwarto-otwarta pokrywa sie z topologia zbieznosci jednostajnej.

Fakt 1.9. Jedli przedtuzenia wielomianéw P, zbiegaja do przedtuzenia P w
topologii zwarto-otwartej na uzwarceniu Aleksandrowa dziedziny, to P, zbiega
do P wedtug wspotezynnikow.



1.3 Stopieri odwzorowania

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze P, nie zbiega do P wedtug wspotczynnikow.
Wowczas P, nie zbiegaja punktowo na dziedzinie, wiec tym bardziej nie moga
zbiegaé jednostajnie dla jakiejkolwiek metryki na uzwarceniu Aleksandrowa
dziedziny. ]

W dalszej czesci pracy przekonamy sie, ze zdefiniowane powyzej topologie na
zbiorach wielomianéw wlasciwych nie musza sie pokrywaé (por. wniosek 2.19).

1.3 Stopien odwzorowania

Skoro uzwarcenie Aleksandrowa prowadzi do badania odwzorowan wtasciwych
jako odwzorowan miedzy sferami odpowiednich wymiaréw, to naturalne staje sie
poszukiwanie homotopijnych niezmiennikoéw takich odwzorowan. W przypadku
funkcji S™ — S™ takim niezmiennikiem jest stopien odwzorowania.

Definicja 1.10. Niech M™, N™ beda orientowalnymi rozmaito$ciami, a f — cig-
glym odwzorowaniem miedzy nimi. Stopniem odwzorowania f nazywamy
odwzorowanie zadawane przez f w m-tych homologiach (nad Z):

fuor Hy(M™) = H,,(N™).

Poniewaz m-te homologie rozmaito$ci m-wymiarowej sa izomorficzne z Z, to
po wybraniu generatora g grupy H,,(M™) oraz generatora gy grupy H,,(N™)
stopienn mozna wyrazi¢ jako liczbe catkowita, ktéra oznaczamy poprzez:

degf =k gdzie f.(g1) = kg2

Fakt 1.11. Dla rozmaitosci M™ wybranie generatora H,(M™) jest rowno-
znaczne z ustaleniem jej orientacji.

Okazuje sie, ze dla funkcji gtadkich stopieri odwzorowania mozna liczy¢ row-
niez w inny, bardzo wygodny sposéb. W tym celu wprowadzimy nastepujace
pojecie:

Definicja 1.12. Niech M, N beda gtadkimi rozmaitosciami. WartoScia re-
gularng odwzorowania f : M — N nazywamy punkt y € N taki, ze:

f(z) =y = df, jest maksymalnego rzedu.



1.4 Teoria uporzadkowanych ciat rzeczywiscie domknietych

Zwiazek wartosci regularnych ze stopniem odwzorowania ilustruje ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 1.13. Jesli M™, N™ sq zorientowanymi rozmaitosciami, a f :
M™ — N™ jest funkcjq gtadkq, to dla dowolnej wartosci reqularnej y zachodzi
nastepujgcy wzor [Hat00, Prop. 2.30, str. 136]:

deg [ = Z sgn(det df,)
z:f (x)=y

1.4 Teoria uporzadkowanych cial rzeczywiscie domknietych

Naturalnym jezykiem dla badania wtasno$ci wielomianéw rzeczywistych jest
jezyk ciat uporzadkowanych. Pozwala on wprowadzié¢ teorie uporzadkowanych
cial rzeczywiscie domknietych.

Definicja 1.14. Teoria uporzadkowanych cial rzeczywiscie domknie-
tych (RCF) nazywamy teorie nad jezykiem skladajacym sie ze statych 0,1,
binarnej relacji < i binarnych symboli funkcyjnych +, - zawierajacg aksjomaty:
e teorii porzadkow liniowych:
(V2)~(w < 2),
(V) (Vy)—~(z <y ANy < x),
Vo) Vy)(V2)(zr <y ANy <z = x < z),
(Vo) (Vy)(z <yVy <azVz=y),
e teorii cial:
(Vz)(z + 0 = z),
(Vo) (Jy)(z +y = 0),
(Vo) (Vy)(z +y =y + ),
(Vo) (Vy) (V2)((z +y) + 2 =2+ (y + 2)),
(Vx)(x -1 =z),
V)(Fy)(x =0V -y=1),
(Vo) (Vy)(z -y =y - ),
(V) (Vy) (Vz)(x - (y - 2) = (z - y) - 2),
(Vo) (Vy) (Vo) (- (y + 2) = (z - y) + (z - 2)),
0#1,



1.4 Teoria uporzadkowanych ciat rzeczywiscie domknietych

e dodatkowe aksjomaty teorii cial uporzadkowanych:
(Vz)(Vy)(Vz)(z <y = z+2<y+=2),
(Vz)(Vy)(Vz)(zr <y A0 <2z = x-2<y-2),
e dla kazdego n dodatkowy aksjomat postaci:
(Vo) (Vy)...(Va,) (V2) (Vw) [(2,2"+...x 2420 - (2" +...2yw+20) < 0 =
(FI((z<y<wVw<y<z)Azy" + .21y + 29 = 0)].

Uwaga 1.15. Cialo R liczb rzeczywistych spetnia RCF.

Definicja 1.16. Moéwimy, ze teoria T nad jezykiem £ ma wtasno$é¢ eliminacji
kwantyfikatorow gdy dla dowolnej formuly ¢(z1, ..., x,) € L istnieje formuta
W(xy, ..., z,) taka, ze:

ThEo¢ < 1.

Twierdzenie 1.17. RCF ma wtasno$é eliminacyi kwantyfikatorow.

Dowdd. Dowod mozna znalezé w [Mar02, Tw. 3.3.15, str. 97]. O



Ogolne wtasnosci

2 Ogob6lne wlasnosci

W tym rozdziale pokazemy kilka wtasnosci wielomianowych odwzorowan, ktore
nie zaleza od wymiaru dziedziny i przeciwdziedziny. Przez P bedziemy oznaczac
wielomianowe odwzorowanie R — R¥ stopnia n, a méwiac o mnozeniu krotek
wielomianow tej samej dtugosci mamy na mysli krotke iloczynéw. Na poczatek
zauwazmy nastepujacy fakt:

Lemat 2.1. P jest wlasciwe wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie ||P||* jest
wtasciwe.

Dowdd. Wprost z definicji wtasciwosci. ]

Uwaga 2.2. || P||? mozemy potraktowaé jako wielomian rzeczywisty wielu zmien-
nych.

2.1 Czesé¢ gléwna

Lemat 2.3. Jesli wielomianowe odwzorowanie H jest jednorodne, to jest wta-
sciwe wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie przyjmuje O na sferze jednostkowey.

Dowdd. Niech n oznacza stopien H. Jesli dla pewnego v : ||v|| = 1 zachodzi
H(v) = 0, to dla calej prostej kv zachodzi H(kv) = 0 (gdzie k jest odpowiednio
rzeczywistym lub zespolonym skalarem). Przeczy to wlasciwosci H. Odwrotnie,
jesli H(v) # 0 dla wszystkich v : ||v]| = 1, to ze zwartosci sfery jednostkowe;
oraz ciagtosci ||H (v)|| istnieje ¢ takie, ze:

||H(v)|| > ¢ dla kazdego v : ||v]| = 1.

7 multiplikatywnosci normy i jednorodnosci H wynika wiec, ze dla dowolnego

v zachodzi:
[[H (v)[| > ]|v]|"

a stad H jest wlasciwy. ]

Definicja 2.4. Czeécia gtowng P nazywamy takie jednorodne wielomianowe
odwzorowanie H stopnia n, ze P — H jest stopnia maksymalnie n — 1.

Uwaga 2.5. Dla ustalonego wielomianu P istnieje doktadnie jeden wielomian
spetniajacy powyzsza definicje.
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2.2 Homotopie wlasciwe

Lemat 2.6. Jesli czes¢ gtowna P jest wtasciwa, to P rowniez jest wtasciwy.

Dowod. Zatoézmy, ze H- czes¢ gltowna P - jest wtasciwe. Niech ¢ € R bedzie
takie, ze:
|H(v)|| >cdlav:|v|| =1
7, dowodu lematu 2.3 wiemy, ze dla dowolnego v zachodzi:
1H()[]? > ¢[Jo]|*".

Teraz zgodnie z uwagg 2.1 aby zbada¢ wtasciwos¢ P wystarczy pokazaé¢ wtasci-
wosé || P||?. Zauwazmy, 7e jego czesé gtowna jest rowna ||H||?, czyli wielomian

|P]|? — ||H||* ma stopieri co najwyzej 2n — 1. Niech teraz d oznacza liczbe
niezerowych wspotezynnikéw ||P||*> — ||H||?, a C - maksimum ich modutow.
Wowezas:

P (21, ooy ) [P = [ H (21, ooy ) || < dC'iEﬁlaXm{‘ﬂfiPn_l} < dO||(x1, ..., zn)| [

=1l,..q

2dC

W takim razie dla v takiego, ze ||v|| > 25 mozna oszacowaé || P(v)||* poprzez:
2dC - _ -

H@)I[* + 1P = [1H @) > [l = dC]Jo][*"™" = dC]Jo]|" .

Wynika stad, ze || P||? jest wlasciwe, a w takim razie P réwniez. O

Wnhniosek 2.7. Kazdy niestaty wielomian rzeczywisty jednej zmiennej
jest wtasciwy.

2.2 Homotopie wlasciwe

Poniewaz R jest éciagalne dla kazdego m, to wszystkie odwzorowania R™ — R¥
sa homotopijne z odwzorowaniem stalym. Taka homotopia wsrod odwzorowan
wtasciwych nie musi prowadzi¢ jednak do homotopii pomiedzy ich przedtuze-
niami do odwzorowan S™ — S*¥.

Przyktad 2.8. Homotopia:
F(z,t) =tz + o

zadaje homotopie pomiedzy wielomianami x? + z i = ktéra dla po ustaleniu
dowolnego t € [0, 1] daje odwzorowanie wtasciwe. Pomimo tego przedtuzenia
odwzorowan z? 4+ x i = nie sa homotopijne. Istotnie, przedtuzenie x zadaje
odwzorowanie S* — St ktore dziala nietrywialnie na Hi(S1), a przediuzenie
odwzorowania 2 + x zadaje odwzorowanie ST — S, ktore nie jest surjektywne
(wiec na Hy(S') dziala trywialnie).
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2.2 Homotopie wlasciwe

Powyzszy fakt stanowi motywacje dla nastepujacej definicji:

Definicja 2.9. Homotopie pomiedzy wlasciwymi odwzorowaniami R™ — R*
lub C" — C* nazywamy wlasciwa, jesli zadaje ona homotopie pomiedzy ich
przedtuzeniami do odwzorowann S — S*¥.

Uwaga 2.10. Aby sprawdzi¢ wlasciwosé homotopii wystarczy sprawdzié¢ cig-
gtosé jej przedituzenia w punkcie oo, mianowicie zbadaé, czy dla dowolnych
ciagow v;, t; zachodzi:

|vi|]| = 00 = ||F(vi, ti)]| = o0.

Lemat 2.11. Jesl homotopia F' pomiedzy wltasciwymi odwzorowaniams R" — R™
jest wtasciwa, to przedtuzenia odwzorowan f;(v) = F (v, %) zbiegajq do przediu-
zenia odwzorowania f(v) = F(v,0) w topologii zwarto-otwartej.

Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze jest inaczej i ustalmy dowolng metryke na S™.
Poniewaz przedtuzenia f; nie zbiegaja do przedtuzenia odwzorowania f w to-
pologii zwarto-otwartej, to zgodnie z faktem 1.8 nie zbiegaja tez jednostajnie.
W takim razie dla pewnego ¢ > 0 istnieje ciag punktow x; taki, ze:

d(fi(w;), f(25)) > €.

Ze zwartosci S™ wynika, ze istnieje podciag x;, zbiezny do pewnego punktu z.
7 ciggtosci f wynika, ze dla prawie wszystkich i; : k € N zachodzi:
1
A @), Fo) < 5.
W takim razie jednak dla prawie wszystkich ¢, : k& € N prawdziwa jest rownos¢:
1
A(fi(a). F(2)) > 5

a to przeczy ciaglosci F' przedtuzonej do homotopii miedzy odwzorowaniami
wihasciwymi. ]

Lemat 2.12. Niech P bedzie wielomianowym odwzorowaniem R™ — R¥ o H —
jego czesciq gtowng. Jesli H jest wtaSciwe, to P jest wtasciwie homotopijny
2z H.

Dowdd. 7 dowodu lematu 2.6 mozna wywnioskowaé, ze poza pewnym dyskiem
D zachodzi:

1
1P = HI[* < Z|IH|P"
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2.2 Homotopie wlasciwe

Dla v ¢ D zachodzi zatem P(v) € B(H (v), 3||H(v)|]). W takim razie:

[P(v), H(v)] € B(H(v), %I\H(v)ll) dla v & D.
Rozwazmy zatem nastepujaca homotopie:
F(v,t) =tP(v)+ (1 —t)H(v).

Wowcezas dla v € D i dowolnego t zachodzi:

F(v,t) € [P(v), H(v)].
Zgodnie 7z wczeSniejszymi rozwazaniami prawdziwe jest szacowanie:

F ] > S
a zatem zgodnie z uwaga 2.10 homotopia F' jest wlasciwa. [

Twierdzenie 2.13. Niech vy bedzie ciggtym odwzorowaniem z [0, 1] w przestrzer
wielomianowych odwzorowan wtasciwych stopnia n z topologiq odziedziczong ze
struktury liniowej na przestrzeni odwzorowan wielomianowych. Jesli dla kaz-
dego t € [0, 1] cze$é gtowna y(t) jest wtasciwa i stopnia n, to F(x,t) = v(t)(x)
jest wtasciwg homotopiq pomiedzy odwzorowaniami wielomianowymi~y(0) iy(1).

Zanim udowodnimy twierdzenie 2.13 pokazemy dodatkowy, techniczny le-
mat:

Lemat 2.14. Niech P;, P bedq wiclomianowymi odwzorowaniami R™ — R*
stopnia n o wltasciwych czesciach gtownych takimi, ze P; — P wedtug wspot-
czynnikow. Wowczas istniejg takie v, N, Ze zachodzi:

. 1
[oll > i >N = [[Fi(v) = P()l| < SllH ()],

gdzie H jest czeScig gtowng P.

Dowod. Niech:
¢ =min{|H (v)]| : |[v]] = 1}.

Wowezas:
[H (v)[| = ¢||o][".
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2.2 Homotopie wlasciwe

Niech d oznacza wymiar przestrzeni wielomianowych odwzorowann R™ — R¥
stopnia co najwyzej n. Skoro F; zbiega do P wedlug wspotczynnikow, to dla
pewnego N zachodzi:

c
max{a : a jest wspotezynnikiem P — P} < ¥R
W takim razie dla i > N i v = (x1, ..., ) prawdziwe jest nastepujace szaco-

wanie:
c

n & n
. _ — A" < Z )
15:(v) = P()]| <d 7 max |ai[" < 7[[o]]
Z, drugiej strony H — P jest odwzorowaniem wielomianowym stopnia n — 1, a

to znaczy ze dla pewnego r zachodzi:
c n
[0l > = |[H(v) = P[] < lv]]".
W takim razie dla wyzej zdefiniowanych r, N oraz ||[v|| > 7,4 > N otrzymujemy:
Covm - Coom L
1H (v)=Pi(0)]| < [[H(v)=P@)[|+[[(P(v)=Fi()ll < fllvl["+7[[o[[* < SIH @)
L]

Dowdd twierdzenia 2.153. Rozwazmy dowolne ciagi v;, t; zbiegajace odpowiednio
do v,t. Chcemy pokazac, ze y(t;)(v;) — v(t)(v). Ustalmy dowolny £ > 0.
Woweczas z ciaglosci y(t) wynika, ze dla pewnego Ny zachodzi:

. €
1> N = [h(O)(v) = ()W) < 3.
Poniewaz v; — v, to ciag v; miesci sie w pewnej kuli B(0,r). Na takiej kuli
zbieznos¢ wedtug wspotczynnikéw pocigga zbieznosé jednostajng, dlatego ist-
nieje Ny takie, ze:
£

1> Ny = [y(t)(vi) = v ()] < 3.

W takim razie dla ¢ > max{Ny, N2} zachodzi:
() (i) =7 (O ()] <e,

dowodzi ciggtosci homotopii zadawanej przez v w punkcie v, t. Zostaje pokazac,
ze jest to homotopia wlasciwa, a to zgodnie z uwagag 2.10 sprowadza sie do
pokazania, ze jej przedtuzenie jest ciaglte w oco. Rozwazmy zatem ciag t; — ¢
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2.2 Homotopie wlasciwe

oraz ciag v — 00. Z lematu 2.14 wynika, ze istnieje r takie, ze dla pewnego N;
zachodzi:

. 1
el > i > Ny = |ly(ti)(z) = () @)]] < Sl H(@)]],
gdzie H jest czescia gtowna y(t). Niech Ny bedzie takie, ze:
i> N = |[v]| >

W takim razie dla ¢ > max{Ny, N2} dostajemy oszacowanie:

1
[Iy(&) (W)l > SlIH ()]l
Skoro H jest wlasciwe 1 v; — o0, to:

|7 () (vi)]| — o0,
co dowodzi wtasciwosci homotopii zadanej przez ~. ]

Whniosek 2.15. Naturalne odwzorowanie z przestrzent wielomianowych odwzo-
rowan wlasciwych R™ — R stopnia n z topologiq odziedziczong ze struktury
lintowej w Uy po ograniczeniu do wielomiandw o wtasciwej czesct gtownej
jest ciggte.

Dowdd. Rozwazmy ciagg wielomianowych odwzorowan P; : R™ — R* stopnia
n zbieznych do P o tej wlasnosci, ze czesci gtowne wszystkich P; oraz P s
wtasciwe. Wowczas mozemy potaczy¢ je krzywa v o tej wlasnosci, ze:

1

7(z) = Fi,7(0) = P.

Zgodnie z twierdzeniem 2.13 « zadaje wlasciwa homotopie miedzy v(0) i (1),
a w takim razie z uwagi 2.10 wynika teza. ]
Na koniec tego podrozdziatu pokazemy zastosowanie stopnia w badaniu prze-

strzeni wielomianow wlasciwych::

Fakt 2.16. Jedli f, g : S™ — S§™ sa odwzorowaniami o réznym stopniu, to nie sa
homotopijne, zatem sg w roznych sktadowych spoéjnych przestrzeni odwzorowan
S™ — §™ 7 topologia zwarto-otwarta.
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2.3  Wielomiany zespolone

Whiosek 2.17. Jesli przedtuzenia wtasciwych odwzorowan wielomianowych P, () :
R™ — R™ stopnia n majqg rozny stopien topologiczny, to P 1 Q) sq w roznych
sktadowych spdjnych przestrzeni Up, pm .

Przyklad 2.18. Odwzorowania P;(z,y) = (2*+y+ 1y, zy) sa wlasciwe i zbie-
gaja do wlasciwego P(z,y) = (x°+vy, vy) w topologii dziedziczonej z przestrzeni
wspotezynnikow, ale nie zbiegaja do P w topologii zwarto-otwartej. Istotnie,
dla kazdego ¢ € N wielomian F; ma wtasciwa czes¢ gtowna, a przez to jest z nig
wtagciwie homotopijny. Poniewaz wielomian 2 + %yQ nie jest surjektywny, to
stopient P; dla dowolnego ¢« € N wynosi 0. Z drugiej strony mozemy zauwazy¢,
ze:
2] <1V ]yl <1 = |2% +y| > max{|z|,|y|} - 1,

lz|, ly| >1 = |zy| > max{|z|, |y|}.

To dowodzi wtasciwosci P. Wreszcie:

P_l((lﬁ 0)) ={(-1,0),(1,0),(0,1)}.

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze (1,0) jest wartoscia regularna P, a w
takim razie stopien P jest nieparzysty. To dowodzi, ze P; nie zbiegaja do P w
topologii zwarto-otwarte;j.

Powyzszy przyktad jest wazny, poniewaz prowadzi do nastepujacego wnio-
sku:

Whiosek 2.19. Topologia dziedziczona z przestrzent wspotczynnikow na zbiorze
wielomianowych odwzorowan R? — R? stopnia 2 jest rézna od topologii zwarto-
otwartej.

2.3 Wielomiany zespolone

Twierdzenie 2.20. Kazdy niestaty wielomian zespolony P(z) jest wtasciwy.

Dowdd. Analogicznie do dowodu lematu 2.6 mozemy zauwazyc¢, ze P jest wila-
sciwy wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego czesé¢ glowna jest wlasciwa. Poniewaz
jednak dla dowolnego n > 0 wielomian 2" jest wtasciwy, to teza twierdzenia
jest prawdziwa. ]

Twierdzenie 2.21. Kazdy niestaty wielomian zespolony jest wltasciwie homo-
topigny ze swojq czescig gtowng.
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2.3  Wielomiany zespolone

Dowod. Analogicznie do dowodu twierdzenia 2.13. ]

Twierdzenie 2.22. Kazdy wielomian zespolony m zmiennych dla m > 1 jest
niewtasciwy.

Dowaod. Wystarczy dowiesé teze dla wielomianu dwoch zmiennych z,w. Roz-
wazmy wielomian P(z,w) oraz jedyny wielomian jednorodny H(z,w,t) taki, ze
H(z,w,1) = P(z,w). Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze wielomian
Q1(z) = H(z,1,0) posiada pierwiastki (ktorych jest skonczenie wiele). Niech
2o bedzie takim pierwiastkiem. 7 drugiej strony wielomian:

Q1(z,t) = H(z,1,1)

nie moze posiadac izolowanego pierwiastka. Wynika stad, ze dla pewnych ciagow
2, t; 1 € N takich, ze z; = z9,t; — 0,t; # 0 zachodzi:

H(z,1,t;) =0dlai€N.

Poniewaz H jest jednorodny, to réwniez:

PE Y =H(Z = 1)=0.
G = HE
Skoro t; — 0, to ||£]| = oo, co dowodzi niewlasciwosci P. O
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Wielomiany R™ — R

3  Wielomiany R" — R

Wiemy juz, ze jesli czes¢ gtowna wielomianu jest wiasciwa, to sam wielomian
rowniez taki jest. Okazuje sie, ze odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe, co
ilustruje ponizszy przyktad:

Przyklad 3.1. Wielomian z* 4 32 jest wlasciwy, chociaz jego czesé gtowna jest
niewtasciwa.

Majac powyzszy przyktad w pamieci mozemy sprobowaé zbadaé przestrzenie
Prn i Niwn. Na poczatu rozwazmy przypadek m = 1.

Twierdzenie 3.2. Kazdy niestaty wielomian P : R — R jest wltasciwy. Od-
wzorowanie S* — S' zadawane przez taki wielomian ma stopien topologiczny
0 lub &1 w zaleznosSct od stopnia algebraicznego P modulo 2, znaku przy czesci
gltownej P i wybranej orientacji S*.

Dowod. Skoro zgodnie z lematem 2.12 P jest homotopijny ze swoja czescia
gtowna (jako odwzorowanie wlasciwe), to zadaje odwzorowanie o takim samym
stopniu co ona. Czes¢ glowna wielomianu rzeczywistego jednej zmiennej jest
postaci cz”. Dla n parzystego takie odwzorowanie nie jest surjektywne i wo-
bec tego ma stopien 0. Dla n nieparzystego przeciwobraz wartosci regularnej 1
jest jednoelementowy, przez co stopienn zadawanego odwzorowanie wynosi +1.
Zmiana znaku przy c lub orientacji S! skutkuje mnozeniem stopnia odwzoro-
wania przez —1 zgodnie z twierdzeniem 1.13. ]

3.1 Warunki wlasciwosci wielomianow

Od tego miejsca do konica rozdzialu przyjmujemy m > 1.

Lemat 3.3. Wielomian R™ — R jest niewtasciwy wtedy @ tylko wtedy, gdy
postada niezwartq poziomice.

Dowdd. Jedli wielomian posiada niezwarta poziomice to wprost z definicji jest
niewlasciwy. Odwrotnie, rozwazmy niewlasciwy wielomian N : R™ — R. Je-
sli N jest staly, to teza zachodzi bezposrednio. W przeciwnym razie N po-
siada niestata cze$é glowna, ktora nie zeruje sie w pewnym punkcie v sfery
jednostkowej. Oznacza to, ze wielomian P(t) = N(tv) jest niestalym wielo-
mianem, skad bez straty ogoélnosci mozemy zatozyé¢, ze dla ¢ — oo zachodzi
N(tv) — oo (w razie potrzeby rozwazajac —N zamiast N). Z drugiej strony,

18



3.1 Warunki wlasciwosci wielomianow

skoro N jest niewtasciwy, to istnieje stala ¢ € R oraz ciag punktow z; taki, ze
||zi|| — oo, N(z;) < ¢. Niech teraz y; = iv. Dla kazdego i € N definiujemy
vi(t) - t € [0, 1] jako dowolng droge taczaca x; oraz y; o takiej wtasnosci, ze dla
kazdego t € [0, 1]:

@11 > min(| ), 1)

Poniewaz dla dostatecznie duzych ¢ zachodzi:
N(zi) < c < N(y),

to mozna znalez¢ liczby t; takie, ze N(7;(t;)) = ¢ dla prawie wszystkich i.
Wynika z tego, ze poziomica zadawana przez c jest nieograniczona, a przez to
niezwarta, co konczy dowod. []

Lemat 3.4. Dany jest wielomian P : R™ — R. Jesli istniejq ciggi x;,y; € R™
takie, ze ||z;||,||vi|| — oo oraz P(x;) — oo, P(y;) — —oo to P jest niewta-
scrwy.

Dowdd. Lemat mozna dowie$¢ bezposrednio z lematu 3.3, zamiast tego jednak
przedstawimy geometryczny punkt widzenia. Rozwazmy P,x;,y; jak w sfor-
mutowaniu lematu. Zatézmy nie wprost, ze P przedtuza sie do odwzorowania
Sm — St Ciagi x;, y; zadajg ciggi punktow na S™ - uzwarceniu Aleksandrowa
R™. Mozemy nastepnie zdefiniowa¢ v : R — R tak, by:

’Y(n) = Tn, ’V(_n) = Yn,

a to odwzorowanie (wlasciwe) przedtuzyé do odwzorowania St — S™. Otrzy-
mujemy nastepujacy diagram przemienny:



3.2  Wielomiany trwale wlasciwe i trwale niewlasciwe

7 drugiej strony P(x;) — oo, P(y;) — —o0, z czego wynika, ze v o P zadaje
nietrywialny element 71(S1). Daje to sprzeczno$é z powyzszym diagramem. [

Lemat 3.4 stanowi motywacje dla nastepujacej definicji:

Definicja 3.5. Przez Pn“;’n rozumiemy wielomiany wtasciwe P : R™ — R stop-
nia n takie, ze dla:
l|lvi|| = 00 = P(v) — +o0.

Analogicznie definiujemy P, .

3.2 Wielomiany trwale wlasciwe i trwale niewlasciwe

Definicja 3.6. Wielomian jednorodny stopnia H nazywamy trwale wtasci-
wym, jesli kazdy wielomian o czedci gtownej rownej H jest wiasciwy. Podobnie
H nazywamy trwale niewlasciwym jesli kazdy wielomian o czesci gtowne;j
rownej H jest niewtasciwy.

Zagadnienie trwatej wtasciwosci lub trwatej niewtasciwosci wielomianu roz-
strzygniemy nastepujacymi obserwacjami:

Uwaga 3.7. Jesli H jest wielomianem jednorodnym ktory poza 0 przyjmuje
wartosci Scisle dodatnie, to H jest wiasciwy i1 zgodnie z lematem 2.6 jest trwale
wtasciwy. Analogicznie jesli H przyjmuje poza 0 wartosci $cigle ujemne, to H
jest trwale wlasciwy.

Lemat 3.8. Niech H bedzie wielomianem jednorodnym przyjmujgcym wartosci

roznych znakow. Wowczas H jest trwale niewtasciwy.

Dowdd. Niech w,v € R™ beda takimi wektorami, ze H(w) > 01 H(v) < 0.
Rozwazmy dowolny wielomian P : R"™ — R o czedci gtéwnej rownej H. Niech
P,(t) = P(tw) oraz P,(t) = P(tv). Skoro:

H(w) # 0, H(v) # 0,

to Hy,(t) = H(tw) jest czescia glowna P, a H,(t) = H(tv) jest czescig gtowna
P,. W takim razie wraz z t — oo zachodzi P,(t) — 400, P,(t) — —oco. To
znaczy jednak, ze spetnione jest zatozenie lematu 3.4, a w takim razie P jest
niewtasciwy:. ]

Whniosek 3.9. P, ,, jest pusty dla nieparzystych n.
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3.2  Wielomiany trwale wlasciwe i trwale niewlasciwe

Lemat 3.10. Niech H bedzie nieujemnym (analogicznie - niedodatnim) wie-
lomianem jednorodnym stopnia n > 3 posiadajgcym 0 na sferze jednostkowe;.
Wowczas H nie jest ani trwale wtasciwy, ani trwale niewtasciwy.

Dowdd. Bez straty ogoélnosci zalézmy, ze H jest nieujemne. Niech v bedzie
wektorem ze sfery jednostkowej takim, ze H(v) = 0. Przy uzyciu standar-
dowego iloczynu skalarnego okreslonego na R"™ mozemy rozwazy¢ nastepujacy
wielomian:

N(z) = H(z) + (z,v).
O
Dla dowolnego r > 0 na wektorach rv, —rv przyjmuje on wartosci roznych

znakow. Powtarzajac argument z lematu 3.4 mozemy zauwazyé, ze w takim
razie N jest niewtasciwy.

Z, drugiej strony mozemy rozwazy¢ wielomian:
P(x) = H(x) + ||z||* (analogicznie — ||z||* gdy P jest niedodatni).

Taki wielomian spelnia nastepujaca nier6wnosc:

1P@)[| = VIl

skad wynika jego wtasciwosé. Poniewaz czescia gtowna zarowno N jak i P jest
wielomian H, to teza zostala udowodniona.

Whniosek 3.11. Zbior wielomianow ktore nie sq ani trwale wtasciwe, ani trwale
niewtasciwe jest domkniety w przestrzeni wielomianow m zmiennych stopnia n.

Dowdd. Rozwazmy ciag P; wielomiandéw, ktore nie sg trwale wtasciwe ani trwale
niewtasciwe 1 zalézmy, ze ten ciag jest zbiezny do pewnego wielomianu P. W
takim razie czesci gtowne H; wielomianow FP; zbiegaja do czedci gtownej H wie-
lomianu P. Oznacza to rowniez, ze H;(z) — H(z) dla kazdego x ze sfery
jednostkowej. Jedli bez straty ogdlnosci zatozymy, ze wszystkie H; byly nie-
ujemne, to z powyzszego rozumowania wynika, ze rowniez H jest nieujemne.
Teraz wybierzmy ciag x; taki, ze:

lzil| =1, Hi(z;) = 0.
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3.2  Wielomiany trwale wlasciwe i trwale niewlasciwe

Ze zwartosci sfery wynika, ze ciag x; posiada podciag zbiezny do pewnego
punktu x. Ustalmy € > 0. Na kuli jednostkowej H; zbiega jednostajnie do H,
a zatem dla pewnego N zachodzi:

€

.

W takim razie dla ¢ > N prawdziwe jest nastepujace oszacowanie:

i>N, |pll=1 = [[H(v) = Hi(v)|| <

9
1H (@i)l| < [1Hiza)|] + [[(H = Hi)(@i)]] < 0+ ko |lil| = e,

skad H(z;) — 0. Z ciagtosci H wynika, ze H(z) = 0. To dowodzi tego, ze H
jest nieujemnym wielomianem posiadajacym 0 na sferze jednostkowej, a zatem
P nie jest ani trwale wtasciwy ani trwale niewtasciwy. Stad wynika, ze zbior
takich wielomianow jest domkniety:. ]

Szczegdlny przypadek wystepuje dla n = 2 — wtedy pojecia wlasciwosei i
trwatej wlasciwosci pokrywaja sie.

Twierdzenie 3.12. Wielomian P : R™ — R stopnia 2 jest wlasciwy wtedy
i tylko wtedy gdy forma kwadratowa bedgca jego czeScig gtowng jest wtasciwa
(czyli dodatnio lub ujemnie okreslona).

Dowdd. Rozwazmy wielomian P : R™ — R stopnia 2. Skoro jego cze$é gtowna
jest formg kwadratowa m zmiennych, to poprzez zamiane bazy mozna ja zapisac

w nastepujace] postaci:
H(x) = Z cix?.

Jesli wszystkie ¢; sa niezerowe to zgodnie z lematami 3.3 i 3.4 wielomian P jest
wtasciwy dokladnie wtedy gdy wszystkie ¢; sa tego samego znaku. 7 kolei gdy
pewne ¢; = 0, to mozemy rozwazy¢ P obciety to prostej generowanej przez x;.
Taki wielomian jest liniowy, wiec albo jest staty albo przyjmuje rézne znaki
na rx;, —rx; dla pewnego Rir > R. W pierwszym przypadku P jest wprost
niewtasciwy, w drugim jego niewtasciwo$¢ wynika z argumentu z lematu 3.4.

[]
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3.3 Zbiory PuniNopn

3.3 Zbiory P, i Ny

Twierdzenie 3.13. P,,,, i Ny sq zbiorami semialgebraicznymi.

Dowdd. Zauwazmy, ze zbior N, ,, mozna zadaé nastepujaca formuta jezyka cial
rzeczywiscie domknietych:

¢(coeff(P)) = BM)(vr)Bz)(|z|| > r, [[P(z)]| < M),

gdzie przez coeff(P) rozumiemy krotke wspotczynnikow wielomianu P. Ponie-
waz jezyk ciat rzeczywiscie domknietych posiada wlasno$é eliminacji kwantyfi-
katorow, to istnieje pozbawiona kwantyfikatorow formuta 1 tego jezyka taka,
ze:

¢(T) = ¢(@).
Oznacza to, ze mozna zdefiniowa¢ N, , przy pomocy réwnail i nier6wnosci

wielomianowych. Dowodzi to semialgebraicznosci N, ,, a w rezultacie takze
jego dopemienia, czyli P, ,,. ]

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze dla parzystych n zbiory Ny, 5, Prn sa
istotnie definiowane wytacznie przez nieréwnosci wielomianowe.

Uwaga 3.14. P, , oraz N, ,, dla parzystego n > 2 nie zawiera si¢ w miejscach
zerowych zadnego nietrywialnego wielomianu.

Dowdd. Zgodnie z 3.11 zbiory wielomianéw trwale wtasciwych i trwale niewta-
Sciwych sa otwarte w przestrzeni wielomianéw rzeczywistych m zmiennych stop-
nia n. Dodatkowo dla parzystego n > 2 oba sa niepuste. Wynika z tego, ze ich
nadzbiory - odpowiednio Py, , oraz N, , - nie moga si¢ zawiera¢ w miejscach
zerowych zadnego niezerowego wielomianu. ]

Wnhniosek 3.15. P, ,, dla parzystych n > 2 nie jest zbtorem algebraicznym.

Twierdzenie 3.16. Py, 92, dlan > 1 nie jest ani zbiorem otwartym ani zbiorem
domknietym.

Dowod. Wystarczy podaé przyktady ciagow odpowiednich wielomianoéw wta-
sciwych dazacych do wielomianu niewtasciwego i odwrotnie. Istotnie, niech
Z = (x1,...,x9) € R". Rozwazmy wielomiany:

_ S
P(@) = 23"+ |7,
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3.3 Zbiory PuniNopn

Kazdy z nich jest wlasciwy, ale ich granicg jest wielomian x3", ktory jest nie-
wtasciwy. Podobnie wielomiany:

1
Ni(z) = 23" + ~a8 1 + |7l

sa niewlasciwe, ale daza do wlasciwego wielomianu P;. Aby przekonaé sie, ze
wielomiany N; sa niewlasciwe nalezy zauwazy¢, ze po ustaleniu i istnieje R
takie, ze dla r > R zachodzi:

sgn(N;(0,7,0,...,0)) = sgn(r%_1 + 7“2) -+
sgn(—r%*1 + (—7“)2) = sgn(V;(0, —r,0,...,0)),

a nastepnie kontynuowaé jak w lemacie 3.4. ]

. . . P + _ . .
Twierdzenie 3.17. Niech n > 2. Wowczas P, o, Pp o, @ niepuste, a ich
domkniecia w przestrzeni wielomianow m zmiennych stopnia 2n sqg roztgczne.

Dowad. Niepustosé wynika z istnienia wlasciwych wielomianéw odpowiednio
l|v][**, —||v||?. Aby udowodnié¢ drugg czesé lematu przypusémy nie wprost ze
nie jest on prawdziwy. Wowczas istnieja ciagi P, P nalezace do odpowiednio
77;;72”, Ppnon zbiezne wedtug wspolezynnikow do pewnego P. Wynika z tego,
ze rowniez ich czesci glowne H. ) H zbiegaja do H - czesci glowne] P. Taka
czes¢ jest niezerowa w pewnym punkcie v sfery jednostkowej. Poniewaz jed-
nak H;, H zbiegaja do H wedlug wspolczynnikow, to zbiegaja tez punktowo.

+ + - — .
Skoro P" € P o, P € Py o, to:

Hf(v) >0, H; (v)<0O.

2

Stad H(v) = 0, co daje sprzecznosé z wyborem wv. O

Twierdzenie 3.18. P, 9, dla n > 1 jest sumq dwdch zbiorow Sciggalnych.
Nonon dlan > 1 ma typ homotopii S*2, gdzie d = (*"*™ )

m—1

Dowdd. Zauwazmy, ze P, ,, oraz P, ,, sa zbiorami wypuklymi. Istotnie, za-
tozmy, ze Py, Py € 77;%271 i niech r € R. Z wtasciwosci Py, P, wynika, ze istnieja
takie zbiory zwarte Ky, Ky, ze dla dowolnego v € R™:

vg K1 = Pi(v) >,
vE Ky = Py(v) >,
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3.3 Zbiory PuniNopn

a w takim razie:
vE€ KTUKy = tPi(v) 4+ (1 —t)P(v) >r.

Poniewaz r bylo dowolng liczba rzeczywista, to kombinacja liniowa tPy(v) +
(1 —1t)P2(v) jest wasciwa, co dowodzi wypuklosci P, ,,. Podobnie dowodzi si¢
wypuktosci P, o,

Rozwazmy teraz przestrzen wszystkich wielomianéw jednorodnych m zmien-
nych stopnia 2n. Taka przestrzen ma baze w postaci liniowo niezaleznych jed-
nomianow, a tych z kolei jest tyle, na ile sposobéw mozna wybra¢ m liczb
naturalnych sumujacych sie do 2n, czyli:

2n+m—1
m—1 '

Jedyna kombinacja liniowa takich jednomianéw, ktora nie jest wielomianem
jednorodnym stopnia 2n, to kombinacja zerowa. Wynika z tego, ze przestrzen
tych ostatnich wielomianéw ma typ homotopii:

R\ {0} ~ S92,

Poniewaz powyzsza przestrzen jest retraktem deformacyjnym przestrzeni wszyst-
kich wielomianéw m zmiennych stopnia 2n, to N, 2, ma typ homotopii sfery
wymiaru (d — 1) pozbawionej dwoch zbioréw wypuklych, czyli S9-2. O
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Odwzorowania wielomianowe R? — R?

4 Odwzorowania wielomianowe R? — R?

4.1 Dwa opisy wielomianowych odwzorowan R? — R?

W trakcie tego rozdzialu zajmiemy sie odwzorowaniami S? — S? pochodza-
cymi od wielomianéw wtasciwych. Takie odwzorowania mozna opisywaé¢ na
dwa sposoby:

e jako wielomiany P(z,Z) o zespolonych wspotcezynnikach
e jako pary wielomianow Py (z,y), Po(z,y) o rzeczywistych wspotezynnikach.
Nastepujacy lemat pokazuje, ze dwa powyzsze opisy sg rownowazne:
Lemat 4.1. Jesli P(z,Z) jest wielomianem stopnia n, to istniejg wielomiany
R,I:R? — R stopnia co najwyzej n takie, Ze:
P(x + iy, —iy) = R(z,y) +i-I(x,y).
Odwrotnie, dla pary wielomiandw R, I : R? — R stopnia co najwyzej n istnieje

wielomian zespolony P stopnia co najwyzej n taki, ze R(x,y) +1i- I(z,y) =
P(x + iy, x —iy).
Dowdd. Niech P oznacza wielomian powstaly z P poprzez sprzezenie wszyst-
kich wspotezynnikéw i zmiennych wystepujacych w wielomianie. Aby zapisac
wielomian zespolony P(z,Z) poprzez dwa wielomiany rzeczywiste zmiennych
x,y zdefiniujmy:

1

R(z,y) = Re(P(x + iy, z — iy)) = 5((P + P)(x + iy, x — iy)),

I(z,5) = In(P(a + iy« — i) = ~ig (P~ P)(x + v,z — i)

Poniewaz R, przyjmuja wytacznie rzeczywiste wartosci, to maja wytacznie
rzeczywiste wspotczynniki, czyli spelniaja teze lematu.

W druga strone mozemy rozwazy¢ posiadajacy zespolone wspotezynniki wie-
lomian zmiennych rzeczywistych z, y:

R(z,y) +il(z,y),
a nastepnie podstawi¢ © = 1(z + %),y = 3(2 — 2). O

Druga notacja pozwala badac¢ wlasciwo$é¢ wielomianéw z nieco innego punktu
widzenia. W tym celu wprowadzimy ponizsza definicje:
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4.2 Réznice pomiedzy odwzorowaniami R? — R? i R? — R.

Definicja 4.2. Zespolong prostg rzutows CP! nazywamy przestrzern C? \ {0}
wydzielona przez relacje:

(w, 2) ~ (kw, kz) dla k € C*.

Uwaga 4.3. Wielomiany z,Z mozna rozpatrywaé¢ jako (niekoniecznie ciggte)
odwzorowania p : CP! — CP! zadane nastepujaco:

p(z, 1) = (P(2,%),1),
p(1,2) = (1,P(z_1,2_1)).

W takim ujeciu wtasciwos¢ wielomianu P jest réwnowazna cigglosci funkcji p
w punkcie oo.

Uwaga 4.4. Zespolony punkt widzenia pozwala wprowadzi¢ mnozenie wielo-
mianow R? — R? poprzez odziedziczenie mnozenia z wielomianow z,z. Ko-
rzystajac z multiplikatywnosci normy w zespolonym sensie mozna zauwazy¢, ze
jesli Py, Py sa wtasciwe, to rowniez P - Py jest wlasciwy. Odwrotne twierdzenie
nie jest prawdziwe.

4.2 Roéznice pomiedzy odwzorowaniami R? — R? i R? — R.
Pojecie wtasciwosci w przypadku wielomianéw z,Zz odbiega od swojego odpo-
wiednika dla wielomianow R™ — R. Ilustruja to ponizsze przyktady:

Przyklad 4.5. Para niewlaiciwych wielomianéw z2, 22 — y o wspolnym zerze

czeéei gtownej daje wlasciwe odwzorowanie R? — R2.

Przyktad 4.6. Para wielomianow:
Pl(xay) — y($2 + 1) - &, PQ(xay) - yQ(x?) + 1) -

daje niewlasciwe odwzorowanie (dla n > 0 zachodzi P;(2",27"), P»(2",27") <
1), ktore jednak nie posiada niezwartej poziomicy. Istotnie, rozwazmy poziomice
wzgledem (cq, ¢2). Mozemy wowcezas wyliczy¢:

T+

a nastepnie rozwigza¢ rownanie:

rta 2-x3—x—c
x2 41 o
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4.3 Trwale wlasciwe wielomianowe odwzorowania R? — R2.

(x + 01)2:63 = (r + 02)(562 + 1)2,
0+ 2012t 4 2 = 20 + coxt + 223 4 292 + . + Ca,
(2¢; — cp)xt + (¢ — 2)2° — 2c00* — 2 — ¢ = 0.

Poniewaz jednak dla dowolnych cq, co € R powyzszy wielomian jest niestaty, to
takie rownanie ma tylko skonczenie wiele rozwigzan.

4.3 Trwale wlasciwe wielomianowe odwzorowania R? — RZ2.

Lemat 4.7. Jednorodny wielomian z,Z mozna roztozy¢ na iloczyn czynnikow
lintowych.

Dowdd. Wezmy wielomian jednorodny z,Zz stopnia n i zapiszmy go w postaci:

n

P(z,z) = Z a; 2" 07

i=0
Mozemy mu przypisa¢ zwyczajny wielomian zespolony w nastepujacy sposob:

n

Qp(z) = Z a;2" 1,

1=0

Zgodnie z zasadniczym twierdzeniem algebry wielomian ten faktoryzuje sie po-
przez:

n
Qr(z) =c]](z—e),
i=1
gdzie ¢, ¢; sa pewnymi stalymi zespolonymi. Zachodzi przy tym:

ai=c Y (=)0

17t A

W takim razie jednak bezposrednie sprawdzenie daje nastepujacy wzor:

P(z,Z) = cH(z — ¢iZ).

[]

Lemat 4.8. P(2,%Z) = z — ¢Z ma pierwiastek na okregu jednostkowym wtedy i
tylko wtedy, gdy ||c|| = 1.
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4.3 Trwale wlasciwe wielomianowe odwzorowania R? — R2.

Dowdd. Jesli ||c|| = 1, to dla d takiego, ze d* = ¢ zachodzi:
(z — cz) = d(dz — dz) = idlm(dz)

i wowezas P ma pierwiastek na okregu jednostkowym. Odwrotnie, jesli ||c|| # 1,
to dla dowolnego z € C*:

ezl = llel] - [[Z]] 7 [l=]].
W takim razie P nie ma niezerowego pierwiastka, a przez to jest wiasciwy. [J

Twierdzenie 4.9. Zaden wielomian z,Z stopnia > 2 nie jest trwale niewta-
scrwy.

Dowdd. Rozwazmy wielomian P(z,Z) stopnia n > 2. Zgodnie z lematem 4.7
istnieje faktoryzacja:

k n
P(z,Zz) = CH(Z — €;Z) H(z — ¢iZ),
i=1 k+1

gdzie ||¢i|| # 1, ||es|| = 1. Rozwazmy dwa przypadki:

1) k > 1 (gdzie k jest okreslone w powyzszej faktoryzacji). Niech:

k

Pi(z,Z) = H(z — €;Z)

1=1

Dla kazdego e; wybierzmy f; takie, ze f? = e;. Zgodnie z dowodem lematu

4.8 zachodzi: .

P.(z,7) = | [Gifi)Im(f7).

1=1

Wynika z tego, ze obraz P, zawiera sie w rzeczywistej prostej r - i* Hle fi:
r € R. Jezeli teraz do P; dodamy czynnik liniowy o jadrze réznym od rzeczy-
wistych prostych Im( fi_lz) = 0dla? = 1,..., k oraz obrazie ortogonalnym do
obrazu P, (w sensie standardowego iloczynu na R?), to dostaniemy wielomian
wtasciwy o tej samej czesci glownej co P;. Istotnie, niech 2y bedzie taka liczba,
ze Im(f;'2) #0dlai =1, ..., k. Rozwazmy wielomian:
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4.3 Trwale wlasciwe wielomianowe odwzorowania R? — R2.

Ustalmy teraz M > 0. Pokazemy, ze poza pewnym zbiorem zwartym
1Q1(2,2)|| > M. Wprowadzmy dodatkowe oznaczenie:

/

R(z,b) = {+ Im(%) < b},

Jesli z & R(z,b), to
m(Qi(2,%) = Im(=) > b

<0
1 w zwiazku z tym:

1Q1(2,2)[| = |[Tm(Q1(2,2))[| = M.

Z drugiej strony jesli z & Ule R(fi, v/ M), to:
k
_ _ 2 ok
1Q1(z,2)[] = [[Re(@1(2,2))[| = \Hlm(fﬂ > VM =M.
i=1 !

Oznacza to, ze:

k
{z:11Qu(z,2)[| < M} € R(z,b) N U R(f;, VM)

Poniewaz jednak zy nie jest rzeczywista krotnoscia zadnej z liczb f;, to po-
wyzszy zbior jest zwarty, co dowodzi wtasciwosci Q1. Zgodnie z uwaga 4.4
Wielomian Q2(2,2) = [I1,1(2 — ¢iZ) rowniez jest wlasciwy, a w takim razie
——Q1(2,2)Q2(2,Z) jest whasciwy i posiada czesé glowna réwna wielomia-

kHz 1f2
nowi P.

2) k = 1. Niech teraz:

n

P =c(z—e12)(z — »z), P, = H(z — ¢iZ).
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4.3 Trwale wlasciwe wielomianowe odwzorowania R? — R2.

Ponownie jak poprzednio wybieramy f takie, ze f7 = e; i wyliczamy:
Pi(2,7) = c(z — eZ) (2 — ¢2F) = cli fllm(fi))(z _ ).
1

Poniewaz jednak ||(¢f1Im(++ f1)[| = 1, to z multiplikatywnosci normy wynika,
ze wlasciwy jest wielomian:

< 2

Q(z,2) = c(z’fﬂm(ﬁ) + fi)(z — ¢*2).
Stad podobnie jak poprzednio Q(z,Z)P(z,%Z) jest wlasciwy i posiada czesé
gltowna rowna P(z,Z). O
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Stopien i metody jego obliczania

5 Stopien i metody jego obliczania

Twierdzenie 5.1. Niech P(z,%) bedzie wtasciwym wielomianem jednorodnym.
Wowczas stopien przedtuzenia P do odwzorowania S* — S? jest rowny indek-
sowi krzywej P(e®, e~ 1 0 € [0, 2n] wokdt 0.

Dowdd. Indeks krzywej P(e?,e=") : § € [0,27] wokot 0 jest réwny topologicz-
nemu stopniowi odwzorowania yp : ST — S! zadanemu poprzez:
0N P<ei9> 6_i9)
) = (e ey
Rozwazmy teraz dowolng wartoéé regularng zg = €'®. Poniewaz P jest jedno-

rodny, to kazdy punkt w przeciwobrazie zy - wartosci regularnej vp pochodzi
od jednego punktu P~1(z) :

vp(z) = 29 <= Flw e C*': P(w,w) = 2y, arg(z) = arg(w).

Dodatkowo dla w takiego jak wyzej, zachodzi sgn(det(P’(w,w))) = sgn(det(vp(20))-
W takim razie wprost z definicji stopnia wyrazonej w twierdzeniu 1.13 ~yp i sto-
piet przedtuzenia P do odwzorowania S? — S? sa réwne. ]

Fakt 5.2. Zgodnie z zasada argumentu indeks krzywej P(e?, e=") : 6 € [0, 27]
wokot 0 jest rowny M — N, gdzie M to suma krotnosci zer funkcji P(z,271) w
obszarze B(0,1), a N - sumg krotnosci biegunéw funkcji P(z, 27 1) w obszarze
B(0,1).

Twierdzenie 5.1 mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 5.3. Niech f bedzie odwzorowaniem wtasciwym R? — R? i niech
r bedzie takie, ze f~1(0) € B(0,r — ). Wowczas stopien przedtuzenia f do od-
wzorowania S? — S? jest rowny indeksowi krzywej f(e') : 6 € [0,27] wokdt 0.

Dowod. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.1 zamiast liczy¢ indeks krzywej
zdefiniowanej w tezie twierdzenia bedziemy liczy¢ stopien topologiczny odwzo-
rowania vy : S' — Sh:
i f (Tew)
) = e
Dla wygody obliczen znajdzmy odwzorowanie wtasciwe g ktore bedzie wlasciwie
homotopijne z f o tej wlasnosci, ze:

gz, y)Il = Iz, y)l]
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Stopien i metody jego obliczania

Naturalnym kandydatem jest:

o )l
S vy =I5 i

Trzeba jednak pokazaé, ze f i g sa wlasciwie homotopijne. W tym celu roz-
wazmy nastepujaca homotopie:

H((z,y),t) = f(z,y) ((1 —t) +t%) '

Whprost ze wzoru wynika, ze jest to ciagta homotopia funkeji R? — R2. Ponie-
waz:

1H ((z,y), Ol = mind|[(z, y)]], [[f (2, y)[I},

to dla dowolnych ciagoéw x,, y,, t,:
(@0, yo)|| = 00 = |[H((@n, yn), tn)|| — 00,

a zatem jest to rowniez homotopia wlasciwa.

Niech D, oznacza dysk na S? (traktowanej jako uzwarcenie Aleksandrowa R?)
bedacy dopelieniem B(0,7). Rozwazmy cigg dokladny pary (S%, Dy ):

Hy(Doo) —2— Hy(5?) —2— H,o(52,Ds) —2— Hi(Dy).

Poniewaz:

Hy(Dwo) & Hi(Dw) 0,

to zachodzi nastepujacy izomorfizm:
Hy(S? Do) = Hy(S?) = 72
Zgodnie 7 twierdzeniem o wycinaniu mamy jednak:
Hy(S%, Do) = Ha(S*\ Di, Do \ D),
gdzie D._ jest dopelnieniem B(0,r + ¢) dla pewnego ¢ > 0. Poniewaz:

(S*\ D, Ds \ DL) ~ (D*,0D?),
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Stopien i metody jego obliczania

to z nastepujacego diagramu:

Hy(5%\ Dl Do \ D) —— Hi(Dx \ D)

lg lg

H,(D?%, 8D?) = > Hy(SY)

mozemy wywnioskowaé, ze:
Hy(S*\ D, Do \ D) = Hi(Doo \ D) = Hy(S") = Z.

Teraz zauwazmy, ze funkcja g jest tak dobrana, ze zadaje odwzorowanie kazdej z
powyzszych podprzestrzeni S? w samg siebie. Poniewaz wszystkie powyzsze izo-
morfizmy byty funktorialne, to otrzymujemy nastepujacy diagram przemienny:

Hy(S%) —— H,(52,Dy) —— Hy(S2\ D', Dy, \ D)) —— Hy(Ds \ D..)

I |- o l :

Hy(S%) —— H,(52,Dy) —— Hy(S2\ D', Do\ D) —— Hy(Das \ D)

Wynika z niego, ze stopienn ¢ mozna policzy¢ obliczajac odwzorowanie g, :
H{(Dx\D.L) = Hi(Dx\ D). To jednak jest rowne stopniowi odwzorowania:

Vg : St Sl,

i g(rew)
() = =
o) = {gtrem]

ktore jest homotopijne z odwzorowaniem ;.

[]

Whiosek 5.4. Wtasciwy wielomian z,Z stopnia n zadaje odwzorowanie S* —
S? stopnia co najwyzej n.

Dowdd. Rozwazmy wlasciwy wielomian P(z,Z) stopnia n. Niech r bedzie takie,
ze P71({0}) C B(0,r). Twierdzenie 5.3 méwi, ze aby obliczy¢ stopieri zada-
wanego przez niego odwzorowania S? — S? wystarczy obliczy¢ indeks krzywej
vp(e?) = P(e?, e=") wokot 0. Poniewaz:

|z, || =r = Z=r"2"",
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Stopien i metody jego obliczania

to rownie dobrze mozemy rozwazyé¢ funkcje wymierng zadang poprzez:

Q(2) = P(z,r*z71).

Skoro stopiefi vp = 7 jest réwny indeksowi krzywej Q(re) : 6 € [0, 2], to
zgodnie z zasada argumentu mozna go obliczy¢ poprzez réznice sumy krotnosci
zer @ lezacych w B(0,7) i sumy krotnosci biegunow @ lezacych w B(0,7).
Poniewaz wiemy, ze P byl stopnia n, to mozemy zapisac:

gdzie R(z) jest wielomianem zespolonym. W takim razie suma krotnosci zer
lezacych w B(0,r) zawiera si¢ w przedziale [0, 2n], a suma krotnosci biegunow
wynosi —n. Stad indeks wspomnianej krzywej nalezy do przedzialu [—n,n].
Zgodnie z wcze$niejszym rozumowaniem stopien topologiczny przedtuzenia P
rowniez nalezy do przedziatu [—n, n]. O
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